Corrigé de l’exercice 5 du partiel du 07/11/05

(droites et barycentres)

D; et Dy sont deux droites d’un plan affine P (défini sur R pour fixé les idées).
Dans les questions a) et b) on suppose que D; est paralléle a D».
Dans les questions ¢), d), e) et f) on suppose D; et D, sécantes en O.

a)

b)

e)

Etant donnés a et 8 deux réels vérifiant « + =1, on va montrer que l’ensemble
D.,sg={MecP/JA€ D,,dB € Dy, M =Bar((A, a), (B, 3))} est une droite parallele & D;.

e Observons pour commencer, que D, g n’est pas vide.
Pour A un point quelconque sur D et B un point quelconque sur Ds, il existe un unique point

M € P tel que amﬂ—ﬁ/\ﬁ:& La relation a + 5 =1 nous donne M:A—}-ﬁﬁ.

e L’observation ci-dessus nous permet de dire que D, ,3 n’est autre que I’ensemble des
barycentres Bar((A, ), (B, 3)) pour A et B parcourant respectivement D; et
D,. Fixons une origine A, dans D; et une origine By dans D,. Soit % un vecteur
directeur de D; (4 est aussi vecteur directeur de Dy, car Dy est supposée étre paralléle a
D).

Quels que soient A € Dy et B € Dy, il existe =,y € R, tels que A= Aq+zi et B= By+ yil.
A= Ao+ i et B=By+ yi étant donnés, en écrivant (par la relation de Chasles)

aMA = oz]\TAO-l— am et ﬁ]\ﬁ = ,B]\TAO-l— ,BAO‘B;)-l— ﬁBO‘B', on voit que I'unique point M € P
verifiant oMA + Bﬂﬁ =0 est tel que M = Ap + Bm + (az + PBy)u.

Posant Mo = Ao+ ﬁm, ona M = M, + (ax+ By)i. Lorsque A parcourt D; et B par-
court Do, le couple (z, y) parcourt tout R? et comme (o, 3) # (0, 0), (az + By) parcourt
tout R. Conclusion: Dy g = Mg+ Ru. C’est donc une droite paralléle a D;.

Soit D une droite paralléle & D;. Notons @ un vecteur directeur de D, Ds et D. Soit @ € P tel
que (@, W) est une base de P. Pour A un point quelconque de Dq, la droite A passant par A et
de vecteur directeur @ coupe D, en un point B et la droite D en un point M.

Notons que si D1 = D, alors on doit avoir D= D1= D5 et on peut prendre a=1, 3=0 (dans ce cas on
peut en fait prendre tout couple (o, B) vérifiant a+5=1).

Nous allons donc supposer les droites Dy et D, distinctes. Dans ce cas, les points A et B sont distincts
et AB est un vecteur directeur de la droite A. Il existe alors un unique scalaire A € R tel que
AM = AAB, ce qui s’écrit encore (1 — A)MA + AMB = 0. Posons alors a=1—Xet 3=\
D’aprés a), D, g est une droite paralléle a Dq. D, g est donc paralléle & D et partage le point M
avec D. Conclusion: D, g=D.

Soient A € Dy, B € D, tels que AB=xz i75U- Supposons z4 #0 et posons u = ﬁ. Soient A’ € D,
TA
tel que za #0 et B' € Dy vérifiant A’ B’ =T 5 B,v Comme A # O il existe un unlque A ELR tel

que OA"= AO A, Cest-a-dire Tar=AT 4. Ona)\gé() car A’# O. Ecrivant OA'=0B'+B'A’
et OA=O0B + BA, larelation OA’ — AO A = 0 devient

(OB"—XOB) + (Aw ;5 — ®55)% =0.

Comme (O‘B" — /\OTé) € Dy et 7 ¢ 132, on en déduit ¢ 475 = Ax ;5 et OB’ = AOB. Do

Tap' _ TAB _ p. Sizg=0,0ona A=0 € Dy et I'unique point B € D, tel que OB est col-
A A
inéaire & ¥ est O, car @ ¢ D.

Soit @ un vecteur directeur de la droite Dy, (7, ) est une base de P.

Etant donné Aun point quelconquede D1, soit A la droite passant par Aet de vecteur directeur 7. A
n’est pas paralléle & D,. Par conséquent ces deux droites du plan P se coupent en un seul point
B e AN D, et le vecteur ﬁgt colinéaire a 7. .

Si dans I’écriture unique de O A dans la base (7, w) de PonaOA=\7+ Ao, alors B=0 + X\, .

Comme O € Dy N Dy, on constate que D, 5,7 n’est pas vide en écrivant O =Bar((O, ), (O, 3)).

s



f)

Remarque préliminaire sur le cas dégénéré ot les vecteurs U et U sont colinéaires:

— Si i et ¥ sont colinéaires et 8 # 1, alors D, 5,3 = D;.
En effet dans ce cas, Da,g,;,:{MEP/HA € D;,ﬁcolméaireaﬁ'etM:Bar((A,a), (O,ﬁ))}.

On aalors (M € Dy 3,5) (A€ Dy, M = O + z4(aii)). « n’étant pas nul, cet ensemble
de points M n’est autre que D;.

— Si i et ¥ sont colinéaires et 5 = 1, alors D, g,; se réduit au point O. Dans ce cas Du 5,7
n’est pas une droite.

Supposons maintenant @ et ¥ non colinéaires. Soit Ag € D1, Ag# O.
D’aprés d), la droite passant par Ag et de vecteur directeur ¥ coupe la droite Dy en By (B est
distinct de O du fait de la non colinéarité de @ et ¥) .

OnaOAg=wma,i 0) et AgBo=®5—57. P lors p = Ao Bo
na 0o=xa, U (za4,#0) et Ag 0=Tz g U- osonsaorsu_ﬁ.
o

Cela donne AgBo=® a,puU. Soit My 'unique point du plan vérifiant a My Ag+ Mo By =0
Ona OMy=0A¢+ BAgBg, donc OMo=x4,(4& + ﬁ/_n'f)
SiAeD;, (A#0) et Be D2 sont deux points tels que / AB est colinéaire a ¥, alors I'unique point

M du plan vérifiant aMA + BMB =0 est tel que OM =OA + 5AB D’aprés c¢), nous savons
que p = TAuBo w“‘iB, dot OM = za(Ud + Bud). 1l s’en suit que O, My et M sont alignés,
LA, Ta .,

Donc D, 5,5 est contenu dans la droite (O My). Lorsque A parcourt Dy, le vecteur OM ci-dessus
décrit la droite vectorielle engendrée par (#& + Bud) (ce vecteur est non nul car @ et ¥ ne sont

pas colinéaires). Conclusion: D, g,z est une droite.

On note que D a pour vecteur directeur @ = ( — 2,1), D2 a pour vecteur directeur
w = (—1,2). 7 et ¥ n’étant pas colinéaires, ces deux droites du plan R? sont sécantes en un point O
z+2y+3=0 1 —5
. Ont O=(=,—).
2z +y+1=0" O (33
Nous savons d’aprés e) que D, g,z est une droite passant par O.

que 'on détermine en résolvant le systéme linéaire {

e Sia=0,onaf=1et D, 35 =D, Dans ce cas, tout vecteur ¥ non colinéaire au vecteur
S P : B,
@ et non colinéaire & W convient (par exemple ¥ =4 + @).

e Sia=1,ona = t Do,p,5 = D1. Dans ce cas, tout vecteur 7 non colinéaire & @ con-

— —

vient (par exempl, 7= u)

e Si af #0, on constate que le vecteur directeur de D, g,7 est
(—2a—B,a+2B) =ai + B@. Ce vecteur n’est colinéaire nia @ nia . En particulier v
n’est pas colinéaire & @ (voir la remarque du e)).
En utilisant e), posons ¥ = (21, y1) et pronons sur D; un point Ag= (2, yo) distinct de O. La
droite passant par Ag et de vecteur directeur ¥ coupe D, en By.

— a5
. - Ay B . - -
SiOAg=x 4,1 et p= f, nous savons qu’un vecteur dlrecteur de Dy 5,5 est (i + Bud).

Aqg

Posons ® 4, =1, de sorte que AO_O+(—2 1) (Ag= (

)) On trouve le point By en
résolvant 1’équation 2(— +tx,) + (— +ty)+1= 0 ol l inconnue est t.

La non colinéarité de v et @ nous assure que (2z; + y1) # 0 et on trouve

3 3
Bo=Ag+ ———. Onen déduit p = ———— Il ne reste plus qu’a écrire que les vecteurs
¢ ¢ 2z1+ Y1 H 2z + y1
(7 4 Put) et (aii + B) sont colinéaires: | 2+ B, —2a—f ‘ =0.

1+ Bpy: a+243
—2(2m1+y1)+3ﬂm1 —2a—f3
2x1 + y1 4+ 38yx a+243

et en tenant compte de la relation a + 8 =1, on trouve la relation x; = y;.

Ce qui équivaut & =0. En développant ce déterminant

Conclusion: le vecteur ¥ = (1, 1) convient.



