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1. Composée de symétries centrales sur la droite affine.

On a vu que toute isométrie d’un espace affine euclidien de dimension n s’écrit comme la composée d’au
plus n+ 1 symétries hyperplanes. Dans le cas de la droite un hyperplan est un sous-ensemble formé d’un
point de la droite et une symétrie hyperplane est une symétrie centrale. Toute isométrie f d’une droite
affine euclidienne D s’écrit f = Id (composée de 0 symétrie centrale) ou f = sa pour A un point de D
ou f = sy 0sp pour A, B deux points de D.

—

a. Montrer que pour A, B deux points de D, s o sg est la translation de vecteur —2AB. En déduire
— —
qu'on a s4 0 8g = Sc o Sp si et seulement si AB = CD.

N
b. Soient A un point de D et % un vecteur de D. Montrer que t4 0 54 = SAriw ou t- désigne la

u

translation de vecteur . Que peut-on dire de s4 o t— ?
c. Soient A, B, C' trois points de D. Montrer que s4 0 sg 0 S¢ = 54/ pour un point A’ & déterminer.

d. Montrer par récurrence que s4, ©--- 054, est soit une symétrie centrale soit une translation suivant
la parité de n.

e. Cas pratique : D =R, A; =1, Ay = /2, A3 = —3, Ay = 2, A5 = 5. Déterminer le centre de la
symétrie s4, 0---054,.

2. Points fizes des isométries

a. Soit # un réel non congru & 0 modulo 27. Soit A un point de R2. Montrer que A est le seul point fixe
de la rotation de R? de centre A d’angle 6.

b. Soit D une droite de R?. Montrer que ’ensemble des points fixes de la symétrie orthogonale par
rapport & D (sp) est D.

c. Soient D et D’ deux droites de R? sécantes en un point A. Montrer que A est le seul point fixe de la
composée sp o sp. Que se passe t-il si D = D’ ? si D et D’ sont disjointes ?

d. Soient P et P’ deux plans non paralleles de R3. Montrer que I'ensemble des points fixes de la composée
sp o sps est une droite. Que se passe t-il si P et P’ sont paralleles ?

3. Symétries et rotations vectorielles de R? — L’espace vectoriel R? est muni du produit scalaire cano-
nique.

a. Soient § € R et Dy la droite vectoriel de R? engendrée par le vecteur (cosf,sinf). Déterminer la
matrice de la symétrie orthogonale par rapport & Dy (qu’on appelle aussi symétrie axiale d’axe Dy et
qu’on notera $p, ).

i . . cosa —sina _ _ o
b. Montrer que la composée sp, o sp,, est la rotation r, de matrice (sina cos o ) pour o = 2(6 —6").

En déduire qu'on a sp,, o sp,, = sp,, ©sp,, siet seulement si ¢y — 0z = 0} — 64 modulo 7.
1 2

c. Montrer qu’on a ry 0Ty = ratq/- En déduire par récurrence que la composée d’un nombre pair de
symétries axiales est une rotation.

d. Montrer que la composée 74 05p, est la symétrie axiale d’axe Dy, lar Que peut-on dire de la composée

SDy O T ?

e. Quelle est I'image de la droite Dy par la rotation r, 7 Montrer que la composée s, (p,) © S, (D,,) N€

dépend pas de a.

f. Caspratique: 61 = 3,62 =0, 03 = 3, 04 =0, 05 = §. Déterminer I'axe de la symétrie sp, o---osp,,.

4. Composée d’'une rotation et d’une translation — (Ezamen de janvier 2004) — R? est muni du produit

. . . . . . . cosa —sina
scalaire canonique. Soient o un réel et r,, la rotation vectorielle de matrice ( Gna cos o ) dans la base

canonique de R2. On suppose que o n’est pas un multiple entier de 27. Soient uw un vecteur de R? et
t= la translation de vecteur u.

a. Montrer que I'application composée f =t or, admet un et un seul point fixe. En déduire que f est
une rotation de R? d’angle « relativement & la base canonique de R2.



Construction du centre de f — Soient D et D’ deux droites de R?. On sait que ¢ est égale & la composée
sp o sps pourvu que u soit orthogonal & D et que D' = t_%ﬁ(D). De méme r, est égal a la composée

sp o spr pourvu que D passe par le centre de ro et que D' =r_1 (D).

b. Montrer qu’on peut choisir trois droites D, D’, D" telles que t— = sp 0 Spr €t 7 = Spr 0 Sprr.

c. Comment s’exprime le centre la rotation t— o7, en fonction de D, D’ et D".

5. (Ezamen septembre 2005) R3 est muni du produit scalaire canonique. Soit f I'application R? — R3,

T 9z 4+ 2y — 62 + 38
22+ 9y + 62+ 17
—6x + 6y — 72— 29

<
!
|

Montrer que la matrice

1 9 2 -6
I 2 9 6
-6 6 -7

est orthogonale. En déduire que f est une isométrie.

6. (Ezamen janvier 2005) R® est muni du produit scalaire canonique. Soit P C R? le plan d’équation
x + 2y + 3z = 4. On note sp la symétrie orthogonale de R? par rapport & P.

a. Déterminer les coordonnées de I'image du point (0,0,0) par sp. sp est elle une application linéaire ?

b. Déterminer I'image par sp de la droite passant par le point (0,0,0) et de vecteur directeur (1,2, 3)
(justifier le calcul).

c. Soit P’ C R3 le plan d’équation z + 2y + 3z = 0. Que peut on dire de P’ par rapport & P ? Que peut

on dire de la composée sp o spr ?

7. Symétrie plane de R® (examen janvier 2006)

On considere R? muni du produit scalaire canonique. Soit P C R? le plan d’équation z —y 4+ z — 1 = 0.
On note s la symétrie orthogonale par rapport a P.

a. Quelle est la distance du point (0,0,0) & P ? Quelle est la distance du point (0,0,0) & son image
par s 7 L’application s est elle linéaire 7

b. Déterminer la matrice dans la base canonique de R? de la partie linéaire de s.

c. On considere la droite D passant par le point A = (0,0,0) et de vecteur directeur u = (2, —1,1).
Déterminer la droite image de D par s. La droite s(D) est-elle confondue avec D ?

. — .
d. Pour M un point de R? et % un vecteur non nul de R3 on note D,; - la droite passant par M
. — , . .. , . 2 — s .
et de vecteur directeur w. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur « pour qu’on ait
s(Dyw) = Dz

e. Sila condition ci-dessus est satisfaite, que peut-on dire de la restriction a Dy, 3 de s ?



