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Exercice 1.
Soit f : [0, +∞[→ R une fonction mesurable. Soit λ un nombre réel ≥ 0. Lorsque la
fonction gλ définie par gλ(t) = f(t)e−λt est intégrable sur [0, +∞[ on définit :

F (λ) =

∫ +∞

0

f(t) e−λt dt.

1) Montrer que gλ est intégrable dans les cas suivants :
• f est intégrable et λ quelconque,
• f est bornée et λ > 0,
• |f(t)| ≤ tα avec α > −1 et λ > 0,
• |f(t)| ≤ eat et λ > a.

2) Calculer F (λ) dans les cas suivants (dans chaque cas on précisera le domaine de
définition de F ) : f est une constante, f(t) = ekt, f(t) = sin t, f(t) = tn, n ∈ N∗,
f(t) = 1/

√
t (on rappelle la formule

∫ +∞
0

e−u2
du = 1

2

√
π), f est la fonction qui vaut t

sur [0, a] et b sur ]a, +∞[.

3) On suppose que gλ est intégrable pour λ = λ0. Montrer que gλ est intégrable pour
λ ≥ λ0 et déterminer la limite de F (λ) quand λ tend vers +∞.

4) On suppose f intégrable sur [0, +∞[. Montrer que F est continue sur [0, +∞[.

5) On suppose f bornée. Montrer que F est de classe C∞ sur ]0, +∞[ et calculer F (n).

Exercice 2.
1) Soit f : R → R une fonction intégrable et soit A = {x ∈ R, |f(x)| < 1}. Montrer
que A est mesurable et que la suite

∫
A
|f(x)|ndx converge vers 0.

2) Soit f : R → R une fonction mesurable, telle que la fonction x → f(x)n soit
intégrable pour tout n ∈ N∗ et que la suite des intégrales In =

∫
R
|f(x)|ndx soit bornée.

a) On pose, pour p ∈ N∗, Bp = {x ∈ R, |f(x)| ≥ 1+ 1
p
}. Montrer que Bp est de mesure

nulle.

b) En déduire que l’ensemble B = {x ∈ R, |f(x)| > 1} est de mesure nulle.

c) Inversement, montrer que si f est intégrable et B de mesure nulle, la suite In est
bornée.



Exercice 3.
Posons, pour (x, y) ∈ R2, f(x, y) = e−x2

sin(2xy).

a) Montrer que, pour tout y ∈ R, la fonction f(x, y) est intégrable par rapport à x sur
[0,∞[.

b) Montre que la fonction F (y) =
∫ +∞

0
f(x, y)dx est dérivable sur R et donner une

expression de sa dérivée.

c) Démontrer que l’on a F ′(y) + 2yF (y) = 1. En déduire que

F (y) = e−y2

∫ y

0

et2dt.

Exercice 4. Soit X un intervalle borné et f : X → R une fonction mesurable.
a) Montrer que la formule

F (t) =

∫
X

arctan(tf(x)) dx, t ∈ R,

définit une fonction continue F : R → R, et montrer que la limite limt→+∞ F (t) existe.

b) Montrer que F est continuement dérivable sur R∗.

Exercice 5. Soit f : [0, 1] → R+ une fonction Lebesgue intégrable. Pour t ≥ 0, on
pose

ϕ(t) =

∫ 1

0

√
t2 + f(x)dx .

a) Montrer que ϕ est finie, et de classe C1 sur R+.

b) Montrer que
ϕ′(0) = λ(f−1(0)) ,

où λ est la mesure de Lebesgue sur R.


