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Exercice 1.

On a la suite )
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( n+k> )
k=1

On considere b, = In(a,) = + S In (1+%).
La fonction In(z) est continue sur [1,5] et donc Riemann intégrable.
La somme de Riemann - =3 k” ;In (1 + %) tend vers f1 In(t)dt quand n tend vers I'infini.
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Il vient que la limite de bn, quand n tend vers I'infini est ; f1 In(t)dt = $[tIn(t) — t]} =
2In(5) — 1.
54

Par continuité de exp on trouve que a,, converge vers >-

Exercice 2.
o0 sin (%)
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La valeur absolue de la fonction est majorée par —= dont l'intégrable converge en zéro.
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A Dinfini = tend vers zéro et la fonction sin(=;) est positive et équivalente a 5. A

(i) On montre que l'intégrale de Riemann impropre ——2L~dx converge absolu-

ment.

I'infini la fonction F(z) = # est donc positive et équivalente a ——~ dont intégrable
converge a l'infini.

Ceci montre que notre intégrale est absolument convergente.

(ii) Comme la fonction F' est continue sur |0, +00], elle est Riemann-intégrable sur tout
intervalle compact inclus dans |0, +oco[. Comme 'intégrale de Riemann impropre de F
est absolument convergente sur |0, +00], un résultat du cours (application du théoreme
de convergence dominée) montre que F est Lebesgue-intégrable sur |0, +ool.

in( %))"
(iii) On note F,, = % et on constate que |F,| < |F|. Il vient que I'intégrale de

(sin(35))"

Riemann impropre f0+ Tdm est absolument convergente.

On applique la démonstration du point (ii) pour prouver que F;, est Lebesgue-intégrable
sur |0, 4+-o00].

De plus, les fonctions F), sont dominées par la fonction intégrable : |F|.

On étudie la convergence simple de la suite F},. Cette suite converge simplement vers
0 sur |0, +OO[\{\/T1)"’ k € N}. La suite F,, converge simplement vers la fonction

nulle en dehors d'un ensemble dénombrable, donc négligeable. Par le théoreme de
convergence dominée I, converge vers 0.



Exercice 3. N
On rappelle que lirf (1 + —> = e (voir TD).
n—-—+0o00 n

On a également démontré en TD que In(1+ %) < % et donc, comme exp est strictement
croissante, (1+ )" < e.
Avec le changement de variable ™ = ¢, on trouve

n/lltll f(z™)dx = /1(1+}l)” @tidt = /16 fa(t)dt,

ou on note f,(t) = @t%X[L(H%)"]'

Les fonctions f, sont continues sur [1, (1 + £)"] et donc Riemann intégrables. Par un
résultat du cours, si on les prolonge par zéro elle restent Lebesgue-intégrables.

La limite simple de la suite des fonctions f,, est @ X[1e]-

On vérifie que |f,(t)] < |f(t)] et la fonction |f(t)| est continue sur [1,e] et donc
intégrable. On peut appliquer le théoreme de convergence dominée a la suite f, et

conclure.



