Licence L2 EG - Math3 feuille 1 24 septembre 2018

Theéme : comportement asymptotique des suites numériques

Pas de calculatrice ou équivalent pendant le TD.

[Cours.] Définition. limite +oo d’une fonction en 0, en +o0, limite 0 en 0, en 400, limite 1 en
0, en +o00

Exercice. Adapter la déf. pour une suite

[Cours.] Fonctions de référence : exp, log, x — z¢ :

exp est définie sur R entier, & valeurs dans ]0,4-00], exp(0)=1, exp’=exp,
Exercice. exp(z +y) =7, exp(—x) =7

Conséquences : exp est strictement croissante, exp(xz) > 1+ si z > 0, exp tend vers 400 en +00,
tend vers 0 en —oo, convexe, direction asymptotique verticale en +o00. Ceci décrit en mots ’allure
du graphe

exp est une bijection | — oo, +00[—]0, +00[, sa réciproque est notée log.
Exercice. Que vaut log(1) ? log(e) ? log(0) ?

Exercice. Allure du graphe de log ? justifier (log’ =?, etc.). Lien géométrique entre graphe de
exp et graphe de log.

Définition. z* = exp(alog(z))

Conséquences : limites en 0, en +oo, dérivée, allure du graphe suivant « (On utilise 2% = z x %71
pour a > 1 et x — xa est la réciproque de — x®.)

On retient 1’allure des graphes des fonctions de référence.

Exercice. Que vaut (z®z°)/z7, ()7 ?

Exercice. Que vaut (\@ﬂ)ﬂ ?

Exercice. Calculer un encadrement a 1/10 pres de 22

[Cours.] Suite bornée : on écrit u, = Op—400(1) (“Grand O”).

Convergence vers 0 d’une suite :

1

Exercice. Trouver un n puis le premier n a partir duquel # < 705 & partir duquel # < ﬁ.

Pour prouver la convergence vers 0, on utilisera le 1ler thm de comparaison : u, = O(1)/n®
avec a > 0 alors (uy,) converge vers 0.

Exercice. On suppose n® = O(1)u,, avec @ > 0 ; que peut on dire de la limite de u,, ?
Exercice. On suppose (u,) converge vers 0 ; montrer 1+ u,, = O(1), H_% = O(1). Que peut on
dire de 3%~ (olt a, b sont des réels fixés) ?

Exercice. Montrer que H—iﬁ converge vers 0 (factoriser numérateur et dénominateur par le
terme dominant)

2éme théoréme de comparaison : On suppose u,/n® admet la limite | en +oo. Que dire de
la limite de (uy,) ?

Si [ est non nul, on dit que u,, est équivalent a In® en +oco.
On admet log(n)/n“, n®/exp(n) convergent vers 0 si a > 0.
Exercice. Que peut on dire de n®/log(n) ?

[Cours.] Utilisation des DL en 0

Exercice. Quel est de développement limité de la fonction = +— /1 + x a 'ordre 1 en 0 7 Quelle
est la forme du reste ? En déduire un équivalent en 400 de v/n+1—/n
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Questions types pour la premiére interrogation.

Limites de suites données par leur terme général

Question de cours. Quelle est la limite quand £ — 400 de

VT
—?
In(z)
Réponse. 1/ étant dominant devant In() au voisinage de +00, Ia limite est 4-c0.
Question de cours. Quelle est la limite de la suite (na) suivant les valeurs de o € R ?

Réponse. +oosia > 0,1sia=0,0sia < 0.

Exercice. On pose u, = (2n + 3712)% —(n+ 1)%

Trouver a et & tel que u,, sécrive a X n®* X (1 + €,)avec lim €, = 0. Quelle est la limite de (u,) ?

Réponse. (2n + 3n2)T = (3n2(2/(3n) +1))7 = 37nF x (1 + 2/(3n))Tor (1 +2/(3n))7 tend vers 1.
(n+1)7 = (n(1+1/n))T =n¥ x (1+1/n)7et (1 +1/n)7 tend vers 1.

1 2
Le terme dominant de la différence est 33 3

, qu'on met en facteur :
un = 3Tnd x ((1+2/(30))7 —n3/(37n3) x (1+1/n)7)

Le terme dans la grande paranthése tend vers 1 donc s'écrit 1 + €, avec €, quitend vers 0.

2
m 3 tend vers +00 donc Uy, tend vers +00.

Exercice. Quelle est la limite de la suite de terme général

wl—
+ |+
3

3
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1
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1 1 1 1 1 1
Réponse.n3 +ns =n3(1+n%/ns)=n3(1+n" ) Leterme dans la parenthése tend vers 1.

1
5

1 1 3
Demémenz +n5 =n2 (14 n" 10)etle terme dans la paranthése tend vers 1.

1
Le quotient vaut donc 1~ ¢ fois le quotient de deux termes qui tendent vers 1, donc le quotient tend vers 0.
Suites récurrentes u,, 1 = f(uy)
Question de cours. Qu'est qu'un point fixe attractif d'une fonction f :R—R?

Réponse. Un nombre z vérifiant f(z) = z et |f'(2)| < 1 (ouencore —1 < f'(z) < 1).



Question de cours. Soit f une fonction dérivable sur l'intervalle [—1, 2} vérifiant |f’| < % sur [—1, 2]. Quelle majoration du taux
d'accroissement |w| en déduit on pour 2,y € [—1,2] 2

- _ o
e =1

Réponse. D'aprées le théoreme des accroissements finis (ou théoréme de Rolle) on a c) pour un ¢ entre T et Y donc dans

fy)—f=)
[-1,2].ona|f'(c)] < %donc |%| < %

Question de cours. Soit f : R — R une fonction et (un) une suite définie par ug et la relation U, 41 = f(un) On suppose que la suite (un)
converge vers | € R. Que peut on dire de f(I) »

Réponse. f(!) = I (autrement dit [ est un point fixe de f).

Exercice. On pose f(z) = x% — %iL’ + %
a. Quel est le tableau de variation de f ? Quel est le tableau de signe de & — f(m) —T?
b. Pour quelles valeurs de = at-on | f'(z)| < 12

c. On définit (un) par ug = % etUpt1 = f(un) Montrer par récurrence qu'on a % <up <upt1 < % pour tout 7. Montrer que (un)

converge vers %

d. On définit (un) par ug = % etUpt1 = f(un) Montrer par récurrence quona 1 < u, < Up+1 pour tout 72. Que peut on dire de lim u,, ?

Réponse.

a. On calcule la dérivée de f : f'(z) = 2z — 5.

f'(z) s'annule en %, est strictement négatif sur | — oo, %} et strictement positif sur [%, +oo]

Donc f est strictement décroissante sur | —00, %] et strictement croissante sur [%, +ool. f(%) = %, lim_ f =lim, o f = +oo(e

terme 22 domine au voisinage de —00 et 4-00).
f(w) —z =z - %l‘ + % est un polynéme de degré 2 ; on peut calculer les points d'annulation :

A= % -2= %, oy = (% — %)/2 = %,ml = (% + %)/2 = 1, en dehors de l'intervalle [z, 1] f(z) — z est du signe de 22 donc

positif ; f(m) — & est du signe opposé a x2 donc négatif sur [mo, ml].

Rq : Le tableau de variation de & —> f(a:) — & indiquerait que f est négative sur un intervalle contenant % et positive en dehors de cet
intervalle.

b|f'(z)| <le-1<f(z)<le-1<2r-1i<le-1<aci

c.Ona f(ug) = f(%) = 1_76 qui est bien compris entre % et % donc I'énoncé % <up <uUptr < % est vrai pour n = 0.

Supposons I'énoncé vrai pour 12 et montrons le pour 7 4 1 : comme [ est croissante sur l'intervalle [%, +oolet Up, Upi1, % € [%, +oofona
flun) < flupt1) < f(%) = %et d'autre part % < Uy, 1 par hypothése de récurrence de sorte qu'on a I'énoncé pour 72 + 1. On en déduit
par récurrence que I'énoncé est vrai pour tout 72.

La suite (un) est croissante et majorée par % donc elle converge, forcément vers un point fixe compris entre U et % Or d'apres le tableau de

signe de f(:c) -z % est le seul tel point fixe.
d.u; = f(ug) > wg d'aprés le tableau de signe de f(x) — , etug > 1 donc I'énoncé est vrai pour . = 0.

Supposons I'énoncé vrai pour 7 ; Ihypothése de récurrence U, 1 > 1 entraine f(uy,11) > uy,1 d'aprés le tableau de signe de f(z) — z.
On a donc bien Up 2 > Up41 > 1, clest & dire I'énoncé pour n + 1. On en déduit I'énoncé pour tout 7.

La suite (un) est donc croissante. Soit elle est majorée et alors elle converge, forcément vers un point fixe de f supérieur ou égal a Uy ; soit elle
n'est pas majorée et alors sa limite est +00.

Or f n'a pas de point fixe supérieur ou égal a ug = % donc u,, tend vers 4-00.



Exercice. On pose f(z) =1+ %

a. Quel est I'allure du graphe de f ? Dessiner sur ce méme graphe la droite d'équation y = .

fW)-f(=1)

b. Peut on appliquer le théoreme des accroissements finis au taux d'accroissement B — ?
Quelle majoration donne le théoréme des accroissements finis appliqué a | y; 2) ‘ sous I'hypothése z,y > % ?

c. Quels sont les points fixes de f ? Sont ils attractifs ?
d. On définit (u,, ) par ug = % etu,+1 = f(uy). Montrer par récurrence sur i que u,, > 0 pour tout 7.
La suite (un) est elle croissante ou décroissante ? Qu'en est il de la suite (u2n) ?

e. On définit ( ) par ug = % etUpt1 = f(un) Soit [ le plus grand point fixe de f Montrer par récurrence qu'on a pour tout 7 % <u
| — l\ < ( )"|u0 — l| Qu'en déduit on sur la suite (un) ?

Réponse.

a. Les limites de f en —oo, 0 et +00 indiquent une asymptote horizontale d'équation y = 1 en —00 et 400, et une asymptote verticale en

z=0.

f’(m) = — # est strictement négative sur ]—oo, 0[ et sur ]O, —i—oo[donc f est strictement décroissante sur chacun de ces intervalles (mais

pas sur Reentier: —1 < let f(—1) < f(1)1

Le signe de f” indique que le graphe de f est concave au dessus de | —00, 0[ et convexe au dessus de |0, +00[. On peut calculer f(—1) et la
tangente en —1, f(l) et la tangente en 1 pour compléter l'allure du graphe.

In [2]: plot(1+1/x,xmin=-3,xmax=3,ymin=-3,ymax=3)+plot(x,xmin=-3,xmax=3,ymin=-3,ymax=3)

Out[2]:
3 e
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3
. SN . - \ . F1)-£(-1) , -
b. On ne peut pas appliquer le théoréme des accroissements finis au taux d'accroissement ————— parce que f n'est pas dérivable sur
1)—-f(-1 1)-f(—-1

l'intervalle [—1, 1} entier. Si on le pouvait on trouverait W = f'(c) ce qui serait absurde car w = 1 est strictement positif et

f " est strictement négative.

Pourx,y > > S ona \ f(y \ = |f’( )| pour un ¢ entre T et Yy donc supérieur ou égal a % Or \f’(c)| = 8—12 < % d'oul la majoration

| fly)— f(z)| <4



c.Onrésoudf(ac):m:l—i—%:z<:>:1:§£0etac+1:a:2<:>:r: 172‘/5 ouz = 8

2
P =

5 .
n'est pas attractif.

> lcar \/5 est strictement compris entre 2 et 3 donc (1 — \/5)2 est strictement compris entre 1 et 4. On conclut

1-
que —;

I (1+‘/_)| (1+\/_ < 1car+/5 > 2donc 1+ \/—) > 9. On conclut que HQ\/E est attractif.

d.Onawug > 0. Supposons u, > Qalors up+1 =1+ UL > (. On en déduit u,, > 0 pour tout n.

Observons le signe de Up 11 — Uy, suivant 1 : Le signe de U9 — Up1 = f(Unt1) — f(uy)est opposé au signe de Uy, 1 — Uy, car f est
strictement décroissante sur ]0, +oo[; donc (un) n'est ni croissante ni décroissante sauf si elle est constante, ce qui n'est pas : U1 75 Ug.

Rq : le calcul de ug, ©1, ug suffit a conclure que (un) n'est ni croissante ni décroissante.

onaty(pi1y = f(uznt1) = f(f(u2n)) Orx > f(f(z)) eststictement croissante sur |0, +00[ donc le signe de Uy 1) — Uz, Ne
change pas avec 1, c'est celui de us — ug.

w=Ff3)=1+2=2u=f(3)=1+ > &

4

N

= ug On conclut que (u2n) est strictement croissante.

NN

1+\/_

L'inégalité de la question (b)
( )" Hug — 1.

e. L'énoncé est évidemment vrai pour n = (. Supposons I'énoncé vrai pour 1. On observe | = >

IN wleo

appliquée a u,, etl donne |uy41 — 1] < 4 \un —l.oru, =1 < ( )*|ug — 1| donc |un+1

Comme% < lonendéduit |uy1 — 1| <|ug — 1| =1— %autrementditunﬂ ell-(- %),l—i— (1- %)] = [%,21 - %]donc

3
Un41 2 B
c 4 1 e 4\n 0 ; 1 i l
omme < 1, la suite géométrique (5) ) tend vers U donc la suite (|un — \) tend vers 0, autrement dit (un) tend vers

Rq : On pourrait alternativement utiliser la monotonie des suites (u2n) et (U2n+1) pour montrer qu'elles convergent toutes deux vers [ comme
dans I'exercice précédent et en déduire que la suite (un) tend vers [.
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Calculatrices et autres appareils électroniques interdits
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Justifiez raisonnablement vos réponses

Nom et prénom :

Exercice. Quelle est la limite de la suite de terme général
ni‘i 4 ni}.'
1 L
3 4+n3

+n

?
n

Exercice. Soit f la fonction définie par f(z) =1+ § + %2.

a. Donner le tableau de variation de f. En déduire que si z > 0 alors f(z) > 0.

b. Déterminer les points fixes de f. Sont ils stables ?

c. Dessiner lallure du graphe de f ainsi que la droite d’équation y = x au dessus de I'intervalle
[0,5].

d. On définit la suite (un) par up = 0 et la relation de récurrence upi1 = f(un).

Représenter sur le dessin ug, uy, us.

Montrer par récurrence qu’on a u, > 0 pour tout n.

En utilisant le tableau de variation de f montrer qu'on a u, < u,4+1 pour tout n.

La suite (u,) admet elle une limite ? Si oui laquelle ?

1Y, ”é{ 4/‘,.4,@) 1/
o M £ . - (¥
Ex1 "—T‘Lﬁ'}? = M 4+ m ) - m'r/j_‘!,é 1+ m
/ (2 1/ a), -1, 77
m3em el e f‘zfi) PR W
4/ -'.-‘-‘/,';_\ o
- M £ _‘,{_f.;h.:.’/



. Ef(z\: %+ X . '-{:(4\»1] o 4 2d-1

£l. on « j‘J-—»U:rl.. w,q0 . SJ-LW U, zo cb&n.g Qﬂ i g(udt))o

C;."-'u-f}tﬂ (0—] Clmc pat Aeceeitnee fua s &, 20 cht Vadr m

¢ Affer da meﬁt Aua [a,'SB

SRS Ly 7y
commle ),02 f clk{,’-(cf (a.) M onr g(“a“)?f g("‘n]

Po focay-4

&MC:E";; .?'i—,.;_ar y t:r.(M Pcwu_ %‘;ﬂ{é’

- & 4
c(—t):{-%+%:1-%:%
r - st + <O
{' & e+

: 7 ; 2
¢ s z o = % B
S 120 r:.tc)ﬂg' _ﬁg>’o [4 ..'672/0 CL:#C 1+ (‘f-_%_.),_o
ﬁ“‘mmwmc--{c;aw‘& TV: 22-1 g(ﬂgé"(,l):%zo - g’/‘m {:—i,nﬂf

= (3-5)1#‘31»?:4:;
2 o paab fice Al 5 [z & | )<

S x-3:=1& 2324 & 2=3-122 00 22241 24

\E@1=|Lleay]| = 2t dac 2 b 4ble
1= | 2 (0] = 2ot doe 4 & ke

~y "‘nv‘rjz&f.l’c eMo - :Lm(e }’t-,nq.xl' Fa,-. (e, ) de Pa!& L

6‘% ‘e Em t‘L’ C‘(&) = i 3 l'ﬂ f(ﬂ- } A
Z e i 1 = .? 44 ,_ ~ }'f,&f "( e S
— ; =% 5 / 3 g g (5 ( b > ‘36“

é(s)"’t*%* %:44£+£+34%: 54
b ekl fl)=2 & Plo) <4

u:’:.} dae Uyro D Yyl Oma ;}uu Necattence Jen

mn m,’jl‘.a Pemkm-lfm : (‘t,,,) ol Ma_zﬂ”c
(mwbim !
ﬂouk!m PM Aécuwmence b M W 2L (c:\’ Vel

poa m=0. € Mﬁ?nw u&gz 5 (ole “.417’0

Eapras (o) & nme Lo/ g [-4 4l e
Upg) = (Cen) S f(2) =2 dome w,, <2

(melesin <2 pows adem & (&) Wbcj
dane (g o Ecﬂceﬁﬂwl’ vey {;béalf {ixe <e
done ved 2 preisque 2 ok € uf Vel prnk fixe

(CAR “iig(c‘):‘iaq:

Cmﬁﬂe Ce.;i" cwl’c Aten [-—"L,fé[_ v



L2EG math3 -- 2018-2019

Questions types pour la seconde interrogation.

Suites récurrentes linéaires d'ordre 1 : expression du terme général, comportement asymptotique

Question de cours. Quelles sont les relations de récurrence linéaire d'ordre 1 parmi les relations suivantes ?

(D) tpy1 +2up =1, (2) Uns1 — (un)? =0, ,(3) upia=1u,

Réponse. (1) uniqguement.

Question de cours. Qu'est ce que I'équation homogéne associé a une relation de récurrence linéaire ?
Réponse. |'équation obtenue en remplagant le terme constant par 0.

Exercice. (vu en cours) Donner I'expression du terme général de la suite définie par

u0:21
un+1—%un=1—2n+n2

Que peut on dire de la limite de (u,,) ?

Réponse. L'équation homogéne est Uy, 1 — %un = O soitupt = %un dont les solutions sont de la forme u,, = o X (%)" aveca € R
constante.

On sait qu'il existe une solution particuliére de I'équation de départ qui est un polyndme en 17 de méme degré que le second membre

1 — 2n + n? ; elle s'écrit u, = an’® + bn + c. On cherche a, b, ¢ pour que la relation Upi] — éun =1 — 2n + n? soit vérifice. On

remplace dans la relation u,, et 4,1 par leurs expressions :

an+1)24+bn+1)+c— %(an2 +bn+ c) =1 — 2n + n? qu'on réécrit en développant (. + 1)2 = n? + 2n + 1 puis en

rassemblant les termes en n2 etenn :
n?+(2a+Ln+a+b+ S =1-2n+n

Il faut donc avoir (et il sufiit) § = 1 soita = 2, 2a + % = —2so0itb =2(—-2 —2a) = —12,a + b+ § = Lsoit
c=2(l—a—-0b)=22

Les solutions générales sont somme de la solution particuliére et d'une solution de I'équation homogéne, donc de la forme
a(3)" + 2n* — 12n + 22. On cherche a de sorte que Uy = 21 soit & + 22 = 21 soitax = —1.

Exercice. (vu en cours) Donner I'expression du terme général de la suite définie par
ug = 1
Upi] — Uy =1 —2n+n?

Quelle est la limite de la suite (un) ?

Exercice. Donner I'expression du terme général de la suite définie par

{UO =1
Up4+1 — %un = (%)nn

Quelle est la limite de la suite (un) ? A quelle vitesse converge t-elle ?



Exercice. Donner I'expression du terme général de la suite définie par
Uy = 1

i~ Fun = (3" = (3"

Quelle est la limite de la suite (un) ? A quelle vitesse converge t-elle ?

Calculer S, = ZZ:O(%)’“(I — 2k) puis la limite de (S,, ) (c'est & dire la somme infinie)

Suites récurrentes linéaires d'ordre 2 : expression du terme général, forme matricielle

Exercice. Soit (u,, ) la suite définie par ug = 1, u; = 0 et u, 9 = Uy 1 + Uy, (suite de Fibonacci).
Déterminer ug.

Chercher les suites géométriques solution de I'équation homogéne. Pouvez vous trouver une combinaison linéaire de ces suites vérifiant la
condition initiale ug = 1et uy = 0 ? Qu'en déduit on sur le comportement asymptotique de la suite (un) ?

Quelles sont les conditions initiales (uo, ul) telles que la suite (un) vérifiant u,, .o = U,41 + w, converge vers un nombre réel ?

Exercice. On considére la relation de récurrence u,, ;9 = 2up 11 — Uy (*)
Quelles sont les suites géométriques vérifiant (%) ?

Soit (un) la suite déterminée par uy = 1, u; = 0 et la relation (*) Calculer les premiers termes de cette suite. Quelle expression du terme
général u,, peut on conjecturer ? Pouvez vous montrer par récurrence que ce que vous conjecturez est vrai pour tout 12 ?

On pose U, = Up41 — Uy Quelle relation vérifie (vn) si (un) vérifie (*) ? En déduire une expression de v,, puis de (un) suivant les
conditions initiales wg, U1

Exercice. Quelles sont les suites vérifiant la relation de récurrence

Un+2 — 4un+1 +4du, = %
_On cherchera une solution de I'équation homogeéne de la forme @™ puis on écrira u,, = a"™v,, : la suite w,, = v,,1 — v, vérifie une relation de
récurrence d'ordre 1 a déterminer._

_Autre méthode : on pose v,, = U,41 + AU, OU o est un nombre fixé. Pour un ¢ convenable, u,, est solution si et seulement si v,, verifie une
relation de récurrence linéaire d'ordre 1 & déterminer. On exprimera v,, en fonction de 1 puis u,,._

Exercice. Quelles sont les suites vérifiant la relation de récurrence
Uptg — 2Upy1 + Uy = on
Pour quelle(s) valeur(s) de ug et u1 la suite (un) est elle convergente ?

_On cherchera une solution de I'équation homogéne de la forme a” puis on écrira u,, = a" v, : la suite w,, = Up+1 — Uy, Vérifie une relation de
récurrence d'ordre 1 & déterminer._

_Autre méthode : on pose v, = U,+1 — TUy OU T est solution de I'équation caractéristique. (’Un) vérifie une relation d'ordre 1 & déterminer, d'ou
on déduit une expression de v,, en fonction de 1 puis de U,,._
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L2EG-math3 interrogation 2 A 5 dec. 2018

Calculatrices et autres appareils électroniques interdits. Justifiez raisonnablement vos réponses.
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Exercice. On considére la relation de récurrence ., — %un =1+ 2n (x).

a. Quelles sont les solutions de I'équation homogéne ? b. Donner une solution particuliére de
I’équation avec second membre.

c. Quelle est I'expression de la suite (un) définie par ug = 1 et la relation de récurrence (x) 7
Quelle est la limite de cette suite 7 (Justifiez.)

Nom et prénom :

- o : - - _
a. Lc{,u,q_\’m\ ﬁcmgme Wyoy - :[3"'"11 O U U4+ 3 Y

Soleioms  w, = w, (%)x avee U € IR cI,uet’coﬂiu,e

p. 8

b. e di‘.{m«i rmmb-!e cﬁsl wh F“%ﬂ‘}wc de c[eéa‘ 1~ L{ ew;[fe whMe so by puh'mﬁlﬁtf ole  méme
[evme , M cjwye' RIS pos Aelher de teg. hetmeyiue
Q’HZQ:‘K%E} CL&“A L&ﬂ_‘{:dr.(;ﬂl-‘f.)fb'.q_,ﬁfnzeb P‘_Mu_ '%“:aﬂiﬂvab-édﬂ-éb

cZamiarlb
3 3

quu.a“ -Jja.ght 1424 & VYn

, Toamiaelb:= 1420
3 3
& La-2 bastb-a
3 3
o az3 r‘:i'l»:-

Chy; = B3 o el pq,f,lt'cuﬁ'e'-te de (%( }
¢ (uy) sl de (¥) & Uy = d (13)" 13 m-3  avee delR r(M(’r:oxcr,m

U.o-:'.{.- & d-3 =1 &Hd=Y

(13‘) —o can |4t Inoin due 4 ($)3u-3 i

M= o
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Exercice. Soit (u,) la suite définie par up = 1, u; = 0 et la relation de récurrence :
I 2
Up+2 = glUn+1l — FUn-
a. Déterminer us.
b. Quelles sont les suites géométriques solution de la rélation de récurrence 7 Pouvez vous trouver

une combinaison linéaire de ces suites vérifiant la condition initiale ug =1, u;y =0 ?
c. Qu'en déduit on sur la limite de la suite (uy) 7

. U.a".’!.
u,=o
w oz 5 e w B
RT3
w,= 5 o -2 = 2
37 3% T3 T Ty
5 2 Se ' So-12 ;
g S5 W o e & e S L o T o B
4 25 3 *® 7 g 27 27
. — Mm . Z +
b, &, = A Aolehon & n_ﬁ“ = 5 * {'-_3-,_&“‘-
3 3
i=zo m'q"IoaA,saL’ul-:m {'M«m car 0°=4
(:IML{‘JVJEPM!L“ 70 4oafo a% = B et er rL?'r_._,-L,*'?;:o
3 3 3 3
ExE 15 2
=) l-~=) - —+t=— =0
( 6) %3
) @-5)1_: i_
é 3&
= 8 g
IS s
@ﬂ.'—:‘(:'d--g—-,iou&--ia-i-}—
& ¢ € € 3

M P . :
w,= % 174 f}(—‘;) Vc'/(éc{e .z €\'V-’L:o A ﬁuﬁ,:{_ el d*%ﬁ:é

done Ac =g s z - = :
done A o = B - ZBept Ao Bz puis W= -2

e

s M) et e e



L2EG math3 -- 2018-2019

Questions types pour la partie "algébre linéaire - systeme d'équations linéaires".

Questions de cours Qu'est ce qu'une matrice de taille p fois q ? Qu'est ce qu'un vecteur ligne ? un vecteur
colonne ? Comment est défini le produit de deux matrices A, B ?

Question de cours. Que désigne t-on par noyau d'une matrice M (et qu'on note Ker(M)) ?

Que désigne t-on par image de M ?

Exercice. On considére le systéme d'équations

2+ 3y+z2=1
(%) 3r —2z2=2
x—3y—z=1

a. Le vecteur (z,y, 2) = (1, — %, 1) est il solution ?

b. Quelles sont les solutions de ce systeme ?

Réponse. a. On remplace (a:, Y, z) dans le systeme d'équations ; les deux premiéres sont satisfaites mais

pas la troisiéme donc non (1, —%, 1) n'est pas solution.

b. ...

Exercice. On considére le systeme d'équations

2z +3y+z=1
(%) 3x —2z=2
x—3y—3z2=1

Donner un paramétrage des triplets (w, Y, z) solutions de ce systéme.

Exercice. On considére le systéme d'équations d'inconnues x, y, 2 et ot by, by, b3 sont des paramétres
fixés.
2¢ + 3y + 2 =b;
(%) 3x — 2z = by

x—3y—3z2=1b;
a. Quelle est la forme matricielle de ce systéme ?

b. A quelle condition sur by, by, b3 le systéme admet il une solution ? Si cette condition est satisfaite,
quelles sont les solutions du systéme ? (Donner un paramétrage des triplets (:B, Y, z) solution.)

1
c. On note A la matrice associée a ce systéme. Le vecteur | 1 | estil dans Iimage de A ?

1



Réponse. a. La forme matricielle est AX = B avec

2 3 1 b,
A=[3 0 -2| e B=|n
1 -1 -3 by

b. On résoud le systéme : on commence par choisir la variable x et la 3éme équation (par exemple) qu'on
réécrit
x =bs + 3y + 3z
On reporte cette expression de x dans les autres équations qui deviennent :
{2(b3 +3y+32)+3y+2=10
3(b3 + 3y—|— 325) — 2z = b2
ce qu'on réécrit comme
{9y+7z:b1 —2b3
9y—l—7z: b2 —3b3

On choisit alors la variable y et la 1ére de ces deux équations (par exemple) qu'on réécrit
Y= %(bl — 2bs — Tz) et on reporte dans I'équation restante qui devient

9%([)1 — 2bs — 72) + Tz = by — 3b3 soit by — 2bg = by — 3b3 soitby + b — by = 0.

Siby + bs — by # 0l n'y a pas de solution. Sinon les solutions sont les (, Y, 2) avec z quelconque,
Y= %(bl — 2bs — 72:) et

Autrement dit les solutions sont les triplets (%(bl + bs) + %z l(b1 — 2bs) — T2, z)avecz € R

’9 9
quelconque.
2 3 1 [z
c. | 1 | estdanslimagede A = | 3 0 —2 | slilexiste | y | telque
1 -1 -3 \ 2
2 3 1 T 1
3 0 -2 yl =11
1 -1 -3/ \z) \u
ce qui revient & trouver (&, y, 2) solution du systéme (*) avec (b, by, b3) = (1,1, 1). D'aprés (b) il n'y
1
a de solution que sib; + b3 —by = 0.0r1 — 1+ 1 = 1 # 0 donc pas de solution donc non | 1
1

n'est pas dans l'image de A.



Exercice. On définit la matrice

N |~

wlh W=
N |~

Déterminer les points fixes de A.

M

Réponse. On cherche les X = (
Yy

) tels que AX = X soit

1 1,
3T+ 3Y=12

2 1,
3Tt Y=Yy

ce qu'on réécrit

2 1
2 1

La seconde équation est équivalente a la premiéere. La premiére équivauta y — %:I: Z quelconque.

x
Les points fixes de A sont les vecteurs colonnes 4 avec £ € R quelconque.
=L
3
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1* SESSION - 1* SEMESTRE

N
“Université

Nice
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FILIERE : Economie Gestion Année d'Etude :1.2

Intitulé précis de la matiére (conforme au Régime des Examens) : Mathématiques 3

Durée : 1h30 Groupe : tous
Nom de I'Enseignant auteur du sujet : F-X. Dehon

Type d’épreuve : écrit

SUJET A

Justifiez chaque réponse

. : , 2
Q.1. Sur un méme dessin représenter ’allure des graphes de x — 3 et x — z sur

'intervalle [0, 4o00].

Ex. 2. Soit f la fonction définie par f(z) = —32% + 22 — 1 et (u,) la suite définie par

Uy = g et la relation de récurrence u, 1 = f(uy).

a. Sur un méme dessin représenter I'allure du graphe de f sur l'intervalle [%, g], le graphe

de x — x et les trois premiers termes de la suite (u,,).
b. Montrer par récurrence sur n qu'on a 1 < wu,+; < u, pour tout n.

c. Que peut on dire de la limite de (u,) 7

-1 1 -1
Ex. 3. On pose A = | -1 2 —2]. Déterminer les vecteurs X =
-1 0 2

AX = X (En donner un paramétrage).

x
y | tels que
z

Matériels autorisés : aucun
Documents autorisés : aucun

Campus Universitaire Saint Jean D’ Angely

24 Avenue des Diables Bleus - 06357 NICE Cedex 04 - Tél.: 04.92. 00. 12. 22.



Ex. 4. On consideére la relation de récurrence

5 n
Uny2 — 2un+1 + Uy =

— (%
5 g0 (%)
a. Quelles sont les solutions de 1’équation homogene 7

b. Trouver a, b, c tels que la suite de terme général u,, = gin(cm2 + bn + ¢) soit solution de
().

c. Pour quelles conditions initiales (ug,u1) la suite (u,) définie par ug, u; et la relation
(x) converge t-elle (c’est a dire admet une limite finie) ?
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INSTITUT SUPERIEUR D’ECONOMIE ET DE MANAGEMENT
Université Nice-Sophia-Antipolis

-1
Ve

| \‘w o
ANNEE UNIVERSITAIRE 2018 - 2019 [ HELV@TSHC
SESSION 2  Sophia Antipolis
FILIERE : Economie gestion Année d'Etude : L2

Intitulé précis de la maticére (conforme au Régime des Examens) : Mathématiques 3
N°de ’'unité : U Durée : 1h30 Groupe: tous
Nom de I'Enseignant auteur du sujet : F-X. DEHON

Type d’épreuve : écrit

SUJET

Q.1. Quelle est la limite quand x tend vers oo de % ? Expliquer.

Ex. 2. On considere le systeme d’équations d’inconnues z,y,z et ou a,b,c sont des
parametres fixés.
2v+3y—z=a
() 3x+2y=1»
r—yt+tz=c

a. Quelle est la forme matricielle de ce systeme 7

b. A quelle condition sur a, b, ¢ le systeme admet il une solution ? Si cette condition est
satisfaite, quelles sont les solutions du systeme ? (Donner un paramétrage des triplets
(x,y, z) solution.)

1
c. On note A la matrice associée a ce systeme. Le vecteur | 2 | est il dans I'image de
1
1
A? Si oui exhiber un vecteur X tel que AX = | 2
1

Ex. 3. Soit f la fonction définie par f(r) = —2% + 5x — 3 et (u,) la suite définie par
up = 0 et la relation de récurrence u, 1 = f(uy).

a. En étudiant f(z) — z ou en en calculant un tableau de signe, montrer que f(z) < x
pour tout z €] — oo, 1]

b. Montrer par récurrence sur n qu’on a u,; < u, < 1 pour tout n.

c. Que peut on dire de la limite de (u,,) 7

Matériels autorisés : NEANT
Documents autorisés : NEANT

Campus Universitaire Saint Jean D’ Angely
24 Avenue des Diables Bleus - 06357 NICE Cedex 04



Ex. 4. On considere la suite définie par ug = 1 et la relation de récurrence

n
3

Un41 — Up =

a. Quelles sont les solutions de 1’équation homogene 7

b. Donner I'expression de u,, en fonction de n. Quelle est la limite de la suite (u,) ?

Ex. 5. On consideére la relation de récurrence

2 1
Upto — —Upy1 + =U, =1 (%
+2 7~ glnt1 T g (%)
a. Pour cette question seulement on suppose ug = 1,u; = —1 ; calculer us.

b. Trouver « tel que u,, = o soit solution de I’équation homogene associée a (x). Vérifier
que u,, = na” est également solution.

c. Trouver une solution particuliere de ’équation homogene associée a (x). Quelle est
I'expression de la solution générale de (x) ? Que peut on dire de sa limite quand n — +oo.
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