L1MD — examen du 16 mai 2017

Durée 2H. Tout document et matériel électronique interdit.

1. On rappelle qu'une formule f (désignant un objet) est définit par la propriété caractéristique Py(x)
(dépendant d’une variable libre 2 et ne faisant pas apparaitre la formule f) si on a la régle (qui s’ajoute
aux régles en cours)

E|$, Pf(x)
QUf) < (Yo, Pr(z) = Q(z)) (déf. f)

pour tout énoncé Q(z) dépendant d’une variable libre z et ne faisant pas apparaitre la formule f.

Montrer formellement que 'objet f ainsi défini vérifie la propriété Py (c’est & dire donner une preuve formelle
de Py(f) a partir de la regle (déf. f) et des régles rappelées au dos du sujet).

Soient E un ensemble et P(z) un énoncé dont x est une variable libre (une ”propriété” de z). Quelle est la
propriété caractéristique de l'objet {x € E, P(x)} ?

Quel énoncé ne faisant pas intervenir la formule {z € E, P(x)} doit on prouver pour prouver formellement
{reE, x¢a}¢E?

2. Donner, en détaillant les calculs, la liste des éléments de I’ensemble

u{P®),P({1,2}),P({2,3})}
o, pour z un ensemble, P(z) désigne l'ensemble {y, (Vz,z € y = z € z)} et ou Uz désigne I’ensemble
{y, Fz,y € zetz € x)}.
Obtient on P({1,2,3}) ?

3. On définit la relation R sur ’ensemble {1,2,3,4} par 2Ry < (z,y) € I, ou I = {(1,1),(3,2), (4,3)}.
Montrer que la relation R est fonctionnelle.

R est elle une application de {1,2,3,4} dans lui méme ?

Est elle injective comme fonction {1,2,3,4} — {1,2,3,4} 7

Est elle surjective comme fonction {1,2,3,4} — {1,2,3,4} ?

4. Soient n > p > 0 deux entiers et as,...,a, p-élements distincts de ’ensemble {1,...,n}. On note
(a1 a2 ... ap) la bijection de {1,...,n} dans lui méme définie par aq + ag, az > as,..., ap — a1 et k— k si
k¢ {a1,...,ap}. On dit qu'une telle bijection est un cycle de longueur p.

a. On fixe n = p = 4. Quelle est I'image de 3 par le cycle (34 12)?
Quelle est 'image de 3 par le cycle (412 3) ?
Conbien y a t-il de cycles de longueur 4 parmi les bijections de {1,2,3,4} 7

b. On fixe n = 7. On considére la bijection o obtenue en composant deux cycles de {1,...,7} :
c0=(2514)0(7243)
Quelle est 'image de 4 par o 7 Quelle est 'orbite de 4 sous 'action de o 7 La bijection o est elle un cycle ?

c. On note 7 la composée (2 51 3)(4 7 6). Quel est le plus petit entier n > 0 tel que 7" soit Iapplication
identité ?

5. On note (F) I’énoncé
R= (((Q = P)=(R=Q))ou(R= P)ouﬂR)

ou P,Q, R sont des variables de type énoncé.

a. On suppose dans cette question que R est vrai. A quelle formule simple en P se réduit alors R = P 7



A quelle formule simple en P, @ se réduit alors (E) ? (On pourra calculer la table de vérité de (E) dans le cas
R =V et reconnaitre une formule simple en P, Q)

b. On suppose maintenant que R est faux. A quelle formule simple se réduit alors (E) 7
c. En déduire une formule équivalente a (E) écrite avec les seuls opérateurs -, ou

d. Calculer I'expression algébrique dans (Fg, +,z) de (E) comme fonction de P, Q, R.

6. Ecrire avec les regles données plus loin et sans I'axiome (ax.——) une preuve de la régle

1
A (Lh)

En déduire avec 'axiome (ax.——) une preuve de la regle

1
A (LH)

7. Voici une preuve en théorie des ensembles dont on a omis les regles (z ¢ y est une abréviation de —(z € y)).
1 a
2 VYV, x€as (xe€FEeta ¢ x)
3 a€as (a€ FEeta¢a)

slaca
slac€ Eetada
s|lada
71 L

s ada
o|laeFE
w|la€Fetad¢a
ulaca
12 J_

13 agZE

Compléter la preuve par les noms des regles utilisées suivis des numéros des lignes concernées.

Que prouve t-on ? Sous quelle(s) hypothese(s) ? Comment est-ce 1ié & 'exercice 1. ?

Liste des regles.

A (hyp. ) A= B A
A B A Aet B Aet B B
A (rép.) A=B (=) B (mp) A (aff) B (aff) Aet B (F et)
AouB
A=C A A (hyp. )
A B B=C -A 1
AouB (aff.) AouB (aff.) C (out) L (contr.) A (F-)
(A= B)et(B= A) A& B A< B —A=A (ax.—)
A& B (Fe) A B
B (&h) A (eh)
Jdz, P(x)
z (declar)
x  (declar) P(z) (hyp.)
P(x) Va, P(z) P(t) A

Vo, Plx) (FV) P(t) (VHB)[z =1 Jz, P(z) (F3I)[z:=t¢ A 3FH)




