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Chapitre 1

Orientation

On trouvera de nombreux documents pour la formation continue des pro-
fesseurs de Sciences dans [4] : un site du service commun de formation continue
des ENS.

’ Consultez les rapports de jury ‘

1.1 Introduction

Les équations différentielles sont avec les équations aux dérivées partielles
les équations de ’analyse ; un peu comme les équations polynomiales en algebre.

1.1.1 Des références bibliographiques

On pourra consulter [12| [8, 3] [7, 25],
plus spécifiquement CAPES : [6, [, [14]

1.1.2 Liens utiles

Le site [23] de I'Université en ligne fournit des supports de cours , exercices
interactifs et simulations pour le programme de DEUG en mathématiques, phy-
sique, chimie.

Le site WIMS de 1 I'Université de Nice Sophia-Antipolis [24] fournit de nom-
breux exercices interactifs de tous niveaux ; il peut étre librement téléchargé pour
utilisation chez vous. Mais il est conseillé de vous en servir via le réseau internet.
’ — Une feuille d’exercices est a votre dispositon dans une classe Wims |; voir avec

votre enseignant.

On pourra aussi trouver d’ autres documents et exercices sur le cite wims de
I'Université de Paris Sud [I9] : On trouve des ressource scientifiques pour les
enseignants de mathématiques dans [22] et plus généralement les ressources des
ENS pour la formation continue : [4]

Voici encore des sites qui peuvent vous rendre des services : megamaths [16].

1.1.3 Le programme du CAPES concerné

Le progamme du CAPES concerné : 3-IV du programme complémentaire‘

— le consulter au paragraphe [L.5] de ce polycopié.



Le programme de Terminale : pour les changements intervenus en 2002,
voir paragraphe ; on consultera sur le site du CNDP : http ://www.cndp.fr/lycee/maths
les documents d’accompagnement du programme de Terminale S. En particu-
lier le paragraphe : “Un concept important : celui d’équation différentielle” et
I’annexe sur la radioactivité. .
Sujets ou interviennent des équations différentielles : CAPES 1989, 1996, 2002 ;
CAPES agricole 2002 (en algebre); ENS Paris et Cachan 1998 (discrétisation
d’une équation hyperbolique linéaire du premier ordre), Polytechnique 2002,
filiere PC (controle optimal avec un systéme différentiel).

en 2002 : lecons : 86,87 ;

en 2003 : legons :

— 84 : Caractérisation de la fonction exponentielle réelle x — e%*, ou a
appartient a R, par 1’équation différentielle 3’ = ay et une condition
initiale. Applications.

— Résolution des équations différentielles linéaires du second ordre a coef-
ficients constants sans second membre. Exemple.

dossiers : 61, 85,86

en 2004 — 1. 81 Résolution des équations différentielles linéaires du second
ordre a coefficients constants sans second membre. Exemples.

— L. 85 Exemples d’approximation d’ une solution d’ une équation différentielle
par la méthode d’ Euler. L’exposé pourra étre illustré par un ou des
exemples faisant appel a I'utilisation d’un calculatrice.

— 169 Fonctions exponentielle.

dossiers :

— d. 86 Exemple d’étude de phénomenes continus satisfaisant a une loi
d’évolution et a une condition initiale menant & une équation différrentielle
linéaire du premier ordre, du second ordre.

en 2005 : dossiers :

— Problemes issus de la géométrie, de la physique, de la iiomogie, de
I’économie, des probabilités ..., conduisant a la résolution d’ une équation
différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants.

— Exemples de problemes issus de la géométrie, de la physique..., condui-
sant a la résolution d’ une équation différentielle linéaire du second ordre
a coeficients cosntants.

1.2 Différentes approches des équations différentielles

1. Recherche de solution générale explicite : toutes les solutions sous forme
explicite par des formules dites de quadrature (i.e; par calcul de primi-
tives); il existe une trés abondante littérature mais peu de solutions par
rapport a toutes les equations différentielles imaginables; situation ana-
logue au calcul de primitives. Mais il faut indiquer la possibilité de ca-
ractériser la solution de maniere implicite. Les systemes de calcul sym-
bolique (“formel”) fournissent de nombreuse solutions explicites ou impli-
cites; c’est le cas de certaines calculettes comme la TI89. —Voir le chapitre



2. Recherche de solution numérique approchée; 1'utilisation d’ordinateurs a
partir des années 1950-60 a completement changé la problématique de
la résolution des équations différentielles; mais de nombreuses méthodes
d’approximation numérique existent car il n’existe pas de bonne solution
universelle. Le programme complémentaire du CAPES ne parle que de la
méthode d’Euler ( ou de la tangente, voir le chapitre mais d’autres
méthodes peuvent faire 1'objet de problemes : exemple concours ENS
Paris-Cachan 1998 pour I'approximaton numérique d’une edp hyperbo-
lique linéaire du premier ordre.— voir le chapitre [3]

3. Existence unicité du probleme de Cauchy ; prolongement dans un intervalle
maximum. — voir le chapitre [j]

4. Les problemes avec des conditions aux limites (en deux points) ne sont
pas au programme mais ont fait ’objet d’un probleme complet de CAPES
en 1996 . — voir le chapitre [0]

5. Dépendance de la solution par rapport a la condition initiale ou a des
parametres de controle : n’est pas au programme mais est trés utilisé en
pratique (automatique, controle, optimisation, développement de solution
par rapport & des parametres). Voir le probléme X 2002 au chapitre |§|

1.2.1 Pour le concours depuis 2003 :

Notez que le programme officiel de Terminale demande que la presentation

de 'exponentielle se fasse & partir de ’équation différentielle!

En pratique, ce n’est pas simple.

— Dans [5], on admet lexistence d’une fonction égale a sa dérivée : exp’ =
exp; dans un autre chapitre, ’existence de cette fonction est ensuite jus-
tifiée dans un exercice a partir de la fonction réciproque de la fonction
logarithme. Notons que l'existence de la fonction logarithme repose sur
I'existence admise de la primitive d’une fonction continue!

— Dauns [13] , on admet aussi 'existence d’une fonction égale a sa dérivée :
exp’ = exp; dans un autre chapitre on définit I'intégrale d’une fonction
continue positive a partir de 'aire du domaine situé sous la courbe ; d’ou
la notion de primitive puis celle du logarithme et ’exponentielle comme
fonction réciproque.

— Dans [17], la démarche est analogue (logarithme puis exponentielle) ; il
semble exclu en Terminale ES de parler d’équation différentielle, alors que
c’est un outil important en sciences économiques.

— Dans lannexe sur la radioactivité des documents d’accompagnement [2],
on trouve une présentation autonome de ’exponentielle a partir de
la discrétisation de ’équation différentielle ; — voir chapitre

1.3 |Guide d’étude : comment s’y prendre ?

1. Pour une premiere approche : il est de maitriser les équations
différentielles linéaires du premier et second ordre et de connaitre quelques
situations concretes (mécanique, électricité) se modélisant par une équation
différentielle : plongez dans un livre de Terminale, par exemple [5] [13] et



revoyez un cours ou livre de DEUG, par exemple : [I8| [§]; vous pou-
rez ensuite passer au chapitre [4| de ce poly (la méthode de variation des
constants est un point déroutant pour les étudiants). On consultera avec
profit les documents d’accompagement des programmes [2], en particulier
pour les equations différentielles dont le titre : Un concept important :
celui d’équation différentielle montre que cette question n’est pas a
négliger !

Evaluez vous avec des exercicess WIMS [24] ; pour les étudiants inscrits
a la préparation, une classe virtuelle vous propose des exercices.

. Les aspects d’ approximation numérique sont ’ aussi indispensables | compte

tenu de leur grande utilité pratique mais aussi pour leur intéret pédagogique
dans la compréhension des équations différentielles : d’ou leur introducton
en TS des 2003 : voir le chapitre

. Selon votre temps, apprenez a résoudre explicitement quelques équations
différentielles non linéaires comme les équations & variable séparables (—
le chapitre |2|) et voyez les questions théoriques comme le théoreme d’exis-
tence de Cauchy-Lipschitz au chapitre

. Consultez aussi le premier cycle sur mesure de l'université en ligne, [23] : la
section mathématiques mais aussi la section physique pour des compléments
de modélisation en électricité et en mécanique.



1.4 Prérequis : primitives, intégrale définie

Pour des détails, consulter le premier chapitre de [I0]. Ici ne sont rappelées
que quelques notations et résultats incontournables pour I’étude des équations
différentielles.

1. La primitive U d’une fonction v d’une variable réelle satisfait :
U'(t) = ult)

; elle est définie & une constante prés; contrairement a ce que pourait
laisser croire la consultation de livres de premier cycle ou I'on trouve de
nombreux exercices de calcul de primitives, on ne sait calculer explicite-
ment que tres peu de primitives.

2. Intégrale définie : f: u(t)dt, c’est un nombre qui est défini pour de tres
grands ensembles de fonctions;

— il faut savoir par exemple que les fonctions continues par morceaux
sont intégrables! Hypothese suffisante usuellement pour les équations
différentielles.

— vous n’avez pas a connaitre 1’ intégrale de Lebesgue ; mais vous avez le
droit de vous en servir avec soin dans un probleme d’écrit : les expres-
sions du type “par Lebesgue, on a...” sont a a4 proscrire !

3. Lien entre primitive et intégrale définie :dérivée d’ une intégrale par rap-
port a sa borne
t
Ut) - Ulto) = / u(s)ds
to

ou
d t
u

/t: u(s)ds

est la primitive qui s’annule en t = ¢y. Attention, la variable d’intégration
est s et la borne est .

ainsi

4. Un exemple fréquent en équations différentielles :

d ¢ L 9d(s
4= [ e =ot+ [ Potas

0 0

Ici 'on a utilisé, la dérivée d’une intégrale par rapport & sa borne (ci-
dessus) et la dérivée sous le signe somme; pour ce dernier point, voir le
polycopié [1]; une justification se trouve au chapitre [6] (Probleme ENS
Paris-Cachan 1998).

5. Une notation délicate a éviter :

/u(s)ds

désigne une primitive quelconque (la constante n’est pas précisée)



6. Une inégalité de base : Si a < b et si V¢t € [a, D]

/ " u(s)ds < / " o(s)ds

. Attention,ce résultat est idiot pour les primitives : la constante n’est pas
précisée ! C’est ainsi que 1 < 2, n’ entraine aucune relation de comparaison
entre les primitives suivantes : t 4+ 3 et 2t.

7. Inégalité de la moyenne pour u a valeur réelle et bornée :

b
(b—a)Inficpap(u(t)) < / u(s)ds < (b — a)supieq,p (u(t))

8. Accroissements finis pour w continue :

b
/ u(s)ds = (b — a)u(c)

(c’est une conséquance de l'inégalité de la moyenne et du théoréme des

valeurs intermédiaire).
b b
|/ u(s)ds|§/ lu(s)|ds

10. Si A est a valeur vectorielle 'intégrale définie est définie sans difficulté et
on a aussi :
b b
I [ Awsl < [ 1At 1as

1.5 Le programme complémentaire du CAPES :
paragraphe 3.IV.1 Equations différentielles

1. Systémes linéaires d’ordre 1

a) Ecriture matricielle X’ = A(t)X + B(t) ot A (respectivement B) désigne
une application continue d’un intervalle I de R dans M, (C) (respectivement
C™). Existence et unicité de la solution sur I du probléme de Cauchy (théoréme
admis). Dimension de l’espace vectoriel des solutions sur I de I"équation X' =
A(t)X. Méthode de variation des constantes.

b) Systeémes a coefficients constants : exponentielle d’un endomorphisme ; appli-
cation au probleme de Cauchy. Résolution du systeme X’ = AX par réduction
de A a une forme diagonale ou triangulaire.

2. Equations linéaires scalaires

a) BEquation z” + a(t)z’ + b(t)z = ¢(t), ot a, b, ¢ sont continues sur I & valeurs
réelles ou complexes.

Systeme d’ordre 1 associé, étude du probleme de Cauchy ; solutions de I’équation
sans second membre, méthode de variation des constantes. Expression des solu-
tions dans le cas oli I'on connat une solution de ’équation sans second membre



associée ne s’annulant pas sur I.

b) Equations linéaires & coefficients constants. Dimension de 1'espace vectoriel expo
des solutions de I’équation homogene. Cas ou le second membre est une expo-
nentielle polynome.

3. Notions sur les équations non linéaires

a) Solutions d’une équation différentielle ' = f(¢,x) (resp. " = f(t,x,2’)), ou
f est de classe C! sur un ouvert de R? (resp. de R?). Existence et unicité d'une
solution maximale du probleme de Cauchy.

§ b) Recherche de solutions approchées d’une équation différentielle scalaire algo
d’ordre 1 par la méthode d’Euler.

¢) Résolution des équations des types suivants (en liaison avec la géométrie) :
équation associée a une forme différentielle exacte, équation a variables séparables,

équation homogene :
dy Y )
dor / (.13 '

d) Exemples d’emploi de changements de variable ou de fonction (en liaison
avec des propriétés d’invariance), d’échange de la variable et de la fonction, de
paramétrages.

§ e) Exemples d’étude qualitative des courbes intégrales d’une équation différentiellalgo
Exemples de recherche des courbes intégrales d’un champ d’éléments de contact
ou d’'un champ de vecteurs dans le plan.
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Chapitre 2

Equations a variables
séparables

2.1 Quelques principes
Le programme du CAPES :

c’est une partie du 3-IV-3-c du programme complémentaire : — le consulter
a la section [LLEl

2.1.1 Idées

Les équations a variables séparables peuvent se résoudre relativement expli-
citement en passant par une fonction de 2 variables et le théoréme des fonctions
implicites ; rappelons intuitivement la situation : on cherche au voisinage de
Zo, Yo, une courbe solution de :

"= f(z,y) avec y(xo) = yo (2.1.1)

Dérivées et différentielles

Pour ne pas étre bloqué dans cette approche, il faut maitriser les différentes
notations pour les dérivées. Cela dépend de la fagon de désigner une fonction;
on dispose de deux notations principales :

1. Utiliser 3 symboles : y = f(z) la valeur est désignée par y, la fonction
elle méme par f; c’est la notation issue de la théorie des ensembles; on
remarquera que dans le programme de Terminale 2002 : I'introduction
de I'exponentielle est faite a partir de ’étude de ’équation différentielle
fr=r

2. Utiliser 2 symboles, on parle de la fonction y(z) ; y désigne a la fois la valeur
et la fonction elle méme. C’est la notation traditionnelle de I'analyse et
bien str de la physique! Le programme de Terminale parle de 1’équation
différentielle ' = ay + b .

On évitera [’hOTTEUT suivante trouvée dans des livres de Terminale (aux-
quels le programme indiqué ci-dessus a tendu une perche) : UNE SOLUTION

11



DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE ¢y’ = ay + b EST UNE FONCTION DERIVABLE
f TELLE QUE : f'(z) = af(z) + b alors quil suffit de dire : telle que :
y'(z) = ay(z) +b!!

Insistons sur ce que I’on entend par solution d’une équation différrentielle :
l'objet recherché est souvent de nature géométrique : un arc; celui ci peut étre
représenté de diverses manieres : par une fonction £ — y ou y —— z par un
paramétrage t — (;) ou une équation implicite U(z,y) = 0.

Montrons quelques exemples ou la notation d’une fonction avec 2 symboles
est manifestement le plus clair ( on pourra consulter [20]) :

1. Dérivée de fonction réciproque :

dx 1

= 2.1.2)
a (

dy &

2. Dérivée de fonctions composées de :
t— x(t) — y(z(t)) (2.1.3)

dy dydx

—= = =— 2.14
dt  dxdt ( )

3. Dérivée de fonctions composées de 2 variables

t= (2(1),y(t) = u(t) = U(z(t), y(2)) (2.1.5)
du _dUdz  dUdy

—_— = — 2.1.
dt dr dt  dy dt (2.1.6)
on remarquera le lien avec la différentielle de U
ou oU
AU = —dy+ —d 2.1.7
oy U 50 (2.1.7)

4. L’équation (2.1.6) est la dérivée le long de la courbe , ¢ +— (ZE:;) plus
précisément : si (dy, dz) est un vecteur tangent a cette courbe, la différentielle

suivante est nulle : o oU
—dy+ —dz =0 2.1.8
T (2.1.8)
Si z et y sont liées par U(z,y) = 0, alors (x,y) est sur une courbe définie
implicitement par cette équation et elle peut étrer paramétrée localement :

théoréme des fonctions implicites, voir annexe [2.3.1

5. D’autre part ’équaton différentielle :

y' = f(x,y) peut s’écrire pour une solution paramétrée : (2.1.9)
dy dx
— = — 2.1.1
Y fen® o (21.10)
dy = f(x,y)dx (2.1.11)

6. Pour conclure ’équation différentielle

6—Udy + 8—de = 0 peut s’integrer avec :  U(x,y) =0 (2.1.12)
oy or

12



Naturellement cela n ’est constructif pour résoudre

p(x,y)dr + q(x,y)dy =0

que si 'on sait calculer U a partir de ses dérivées partielles p et ¢ or cela
n’est pas facile ni méme toujours possible. D’autre part, la solution est
connue de fagon implicite et en général, il n’est pas facile d’en tirer une
expression explicite ; mais dans le cas des équations a variables séparées,
ce programme se met en oeuvre de fagon assez simple.

2.1.2 Equations a variables séparées
Elles se présentent sous la forme :

dy | P(z)

P(z)dx + Q(y)dy=0 ou — +

(D) + QW) dr " Q)

1l est facile de voir en reprenant les remarques de la section (2.1.1)) que la solution
vérifie :

=0 (2.1.13)

U(z,y) =0 avec (2.1.14)

Ue) = Ulan) + [ Py + [ " Q)dy (2.1.15)

Zo Yo

x

On remarquera que cela revient a intégrer le long de la courbe solution I’équation
(2.1.13)) ; comme la forme différentielle est exacte (c’est la différentielle d’une
fonction de 2 variables), cette intégrale ne dépend pas du chemin (voir [2.3.2)) :

(z1,91) t1 dx dy o "
Plz)d dy= [ [Px)— Hat= | Pla)d d
/(wyo) (z)dx + Q(y)dy /to [P(a) 7 + Qy) 5 ldt /wo (z)dx + : Qly)dy

(2.1.16)

alors que l'intégrale de la premiere égalité est prise le long de la courbe solution,

les deux intégrales de la derniere égalité sont des caluls de primitives (voir annexe
2.3.2).

Remarque 1. Pour intégrer I'équation différentielle[2.1.13] la solution est donnée
sous forme implicite par avec U donné par [2.1.15

Remarque 2. Il arrivera souvent que l’on puisse expliciter = en fonction de y
plutot que inverse.

2.2  Quelques exemples

2.2.1 Exemples introductifs
Equation y’-ay=Db

Exponentielle L’exemple le plus simple consiste & résoudre y' = y avec

y(xo) = yo. En suivant la méthode [2.1.14] en supposant que yo # 0, on la
transforme en :

dy
~ —dx 2.2.1
” (2.2.1)
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On remarque que la dérivée y' a le méme signe que y, donc si la donnée initiale
yo est positive, y’(0) > 0. D’autre part en dérivant I’équation on obtient :
y D) = y(") - par suite si en z, y(xo) = 0, toutes les dérivées sont nulles et la
fonction est identiquement nulle au voisinage de x (en la supposant analytique).
On peut justifier ceci plus directement avec le theoreme de Cauchy-Lipschitz qui
affirme 'existence locale et 1'unicité de la solution du probleme de Cauchy : si
la solution s’annulait en un point x1, en ce point le probleme de Cauchy admet
la soluton évidente y = 0, comme c’est la seule solution, une solution non nulle
ne peut s’annuler en ce point x1. Les solutions sont donc de signe constant et
la formule ci-dessus fournit :

T —x9=1In Y on peut inverser cette relation : (2.2.2)
Yo

y = Yo exp(x — xo) (2.2.3)
Remarquons que pour yg = 0, on a la solution y = 0; cette formule est donc
correcte quelle que soit la condition initiale.
y’=ay+b L’équation y' = ay + b peut étre traitée avec la méme idée :

dy
ay+b

— dx (2.2.4)

pour la méme raison que ci-dessus, ay + b est de signe constant et on obtient :

a M ST (2.2.5)
ou en inversant le role des variables :
ay+b o
m = q exp(a(x — zp)) que lon peut expliciter en : (2.2.6)
y= %b + ayOTer exp(a(z — o)) (2.2.7)

Notons que cette derniere formule n’est pas & mémoriser (contrairement a
ce que semblent suggérer certains livres de Terminale) ; mais il convient de se
rappeler que la solution de I’équation sans second membre i’ = ay fait intervenir
exp(ax).

Un exemple non linéaire : 2/ = 22

Pour une donnée initiale xy = 0, la solution est identiquement nulle (solution
stationnaire). On constate que la solution de I’équation est toujours strictement
croissante quand x # 0. Si zg # 0, séparons les variables :

dx -
1 1
——+ —=t—tyou (2.2.9)
xT ZTo
To
= 2.2.10
1 + (to - t)xo ( )



Il reste a trouver le domaine de définition suivant la donnée initiale; étudions
le signe du dénominateur suivant le signe de la condition initiale :

Sizg <0, ona : (2.2.11)
1

14 (to —t)xo > 0 pour tg+ — < t (2.2.12)
Lo

(2.2.13)

en particulier la solution est toujours définie pour ¢y < ¢ mais le probléme rétrograde
a une asymtote verticale en t = tg + z%) ; notons que la solution pour t < to+ %
n’a aucun sens pour le probleme de Cauchy : elle ne peut étre reliée a la condition
initiale !

Pour zg > 0, le dénominateur est positif tant que ¢ < to + % et la solution
a une asymtote verticale en t = tg + ?103 au dela, la solution du probleme de
Cauchy n’est plus définie. Pour cet exemple nous avons ainsi calculé une solution

maximale : pour zy < 0 la solution est maximale dans ¢ > t0—|—z—10 ; pour zp > 0
la solution est maximale dans t < tg + x%, ;

2.2.2 Equation logistique

u = u(l —u) (2.2.14)

Cette équation est classique en dynamique des populations; voir une introduc-
tion dans [13] ot elle est résolue en utilisant le changement de fonction v = L.
Il est bon de constater avant toute autre étude que la dérivée de la solution
a le signe de u(1 — u). Avec une calculette TI 89, elle peut étre résolue avec
I'instruction desolve : desolve(y’ — y(1 — y) = 0,t,y); noter que la variable
t doit étre tapée avant la fonction y. Avec une calculette Casio, vous devez
d’abord séparer les variables manuellement ; puis, vous pouvez vous en servir

pour intégrer. On peut la résoudre en séparant les variables :

du
— Xt dot 2.2.15
u(l —u) ot ( )
1 _
In— U0 —t—ty dot (2.2.16)
1—u wp
0 eap(t —t) (2.2.17)

1—u 1—wug

Comme pour l'exponentielle, si u(l — u) = 0, '"équation différentielle fournit
u' = 0 puis en dérivant ’équation différentielle : u” = /(1 — 2u) = 0, d’ol
en dérivant encore toutes les dérivées sont nulles et la solution est nulle au
voisinage (en admettant qu’elle est analytique ou avec le théoreme de Cauchy-
Lipchitz comme pour I’équation ¢y’ — ay = b voir section )et donc partout :
u = 0 et u = 1 sont solutions stationaires.

Remarque 3. Quel est le lien avec le théoréme de Cauchy-Lipschitz? ( voir
section [5.1]) ; ce théoreme n’affirme pas I’existence d’une solution sur tout l'in-
tervalle ou u(u — 1) est définie car celle ci n’ est pas globalement lipshitzienne
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Remarque 4. Cette équation, avec un modele biologique a fait 1'objet d’un
probléme de baccalaureat national en 2003. On pourra aussi consulter [13] et
pour de nombreux compléments : [3].

2.2.3 Exercices

Ezercice 1. — Résoudre & = /7 avec x(0) = x; distinguer suivant que xg
est nul ou pas; lien avec le théoreme de Cauchy-Lipschitz.
— Résoudre avec votre calculette : symboliquement et numériquement (varier
la condition initiale) ; représentation graphique.

Ezercice 2. Résoudre y' = exp(z + y) avec y(0) = yo.

Ezercice 3. — Résoudre 2’ = g(t)z? avec z(0) = x¢; distinguer suivant que
x( est nul ou pas; lien avec le théoreme de Cauchy-Lipschitz.
— Cas particulier : g(t) = L; voir avec les conditions initiales : z(0) = 1,
z(2) = -4, 2(0) = 1.
— Résoudre avec votre calculette : symboliquement et numériquement (varier
la condition initiale) ; représentation graphique.

FEzercice 4. Résoudre 2’ = g(t) x exp(—zx).
(Indication :la primitive de % ne peut pas s’exprimer avec des fonctions élémentaires,
finir la résolution numérique et graphique avec la calculette .)

. / r_ 2x+y
Ezercice 5. Résoudre 3y’ = Syt

la différentielle exacte d’une fonction U a déterminer ; réduire ’équation de la conique

( Indication : la forme différentielle associée est

obtenue.)

Ezxercice 6. Résoudre y’ In2 = 2Y ( Indication : On pourra résoudre en séparant
les variables mais on pourra aussi faire le changement de fonction z = 27Y (suggérée
dans un sujet de CAPES de 1989) ; mais dans les 2 cas préciser le domaine de définition
de la solution suivant la condition initiale.)

Exercice 7. Résoudre xyy’ —y = 0 ( Indication : On pourra séparer les variables;
essayer aussi le facteur intégrant %2 ; quel lien avec la différentielle df ; naturellement
on peut aussi la traiter en tant qu’équation linéaire )

Ezercice 8. Résoudre (y? — 22)dx — 2xydy = 0 ( Indication : = est un facteur
intégrant ; reconaitre la courbe implicite en coordonnées cartésiennes et polaires ).

Ezercice 9. Résoudre 23y’ 4+ 32 = 0 ( Indication : séparer les variables ; préciser
les asymptotes suivant les conditions initiales)

2.2.4 Equation se ramenant au premier ordre

Une forme d’équation du second ordre se ramenant au premier ordre :

i=fy) (2.2.18)

7 est un facteur intégrant : %(%gf — [ f(y)dy) = 0 et cette équation peut
s'intégrer par séparation des variables; si cette intgration est dlicate, on peut
aussi 'tudier qualitativement. Cette équation correspond a des exemples mécaniques :
y désigne la position d’une particule soumise a une force f(y) ; 'équation du pre-
mier ordre traduit la conservation de 1’énergie.

Ezercice 10. Voici des exemples :
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j+wly=0

.. 2

J+5==0

i+ w?sin(y) =0

i+ v+ ey® = 0 (discuter qualitativement suivant la forme du graphe de
F(y) = % + 6‘1!4:).

- o

2.3 Annexe

2.3.1 Fonctions implicites

U(z,y) = U(xo,y0) (2.3.1)

alors si U continument différentiable et si par exemple 3 a—U # 0, on a une courbe
graphe de x — y(x) solution locale de et sa derlvee vérifie :

U dy  oU

379 a5 =0 (2.3.2)

c’est ce qu’affirme le théoreme des fonctions implicites (voir par exemple [12],
[18]).

Ezercice 11. Préciser le lien de U = 224-y?— R? avec les équations différentielles :
' +y=0 etx+yy =0 (2.3.3)
Préciser les domaines de validité des solutions et comparer avec la représentation

par une foncton de la courbe définie implicitement par U(x,y) = 0.

2.3.2 Intégration de formes différentielles
Voir [12]

Theorem 2.3.1. Soity un arc géométrique orienté allant de (xo,yo) & (x1,y1)défini
par une paramétrisation Ct et soit U une fonction numérique définie au voisi-
nage de vy, alors :

/dU =U(zo,y0) — U(z1,11) ou (2.3.4)
[ Gt Gy =Vow) ~Ulem) o (235
oUu dx oU dy
/ |:6’I dt ay dt:l dt U(.’Eo, yo) — U(ml,yl) (236)
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Chapitre 3

Approximation numérique

Le progamme du CAPES : 3-IV 3 b. est tres limité. — le consulter a la
section
Cependant, diverses méthodes peuvent faire 1’objet de problemes : exemple
concours ENS Paris-Cachan 1998 pour une edp hyperbolique linéaire du pre-
mier ordre. Certaines idées sous-jacentes peuvent intervenir dans un probléeme
d’algebre (CAPES agricole, 2002). Consulter pour 'approximation numérique
de I’ équaton de la chaleur, les ressources scientifiques pour les enseignants de
mathématiques : [22]

3.1 La méthode d’Euler ou de la tangente

11 est suggéré d’utiliser cette méthode pour introduire ’exponentielle en ter-
minale ; consulter un livre de terminale, par exemple : [5] [13].

Voir [2] les documents d’accompagnement du programme de Terminale S;
en particulier 'annexe sur la radioactivité.

3.1.1 Le schéma
On considere ’équation différentielle
2’ = f(t,x) avec la condition initiale :
x(to) = X0

Notons avec le paragraphe que cette équation peut s’écrire sous forme
intégrale :

z(t) = xo —|—/t f(s,z)ds (3.1.3)

Attention, la variable d’intégration est s et la borne ¢!

Bien que l'on dispose d’un théoréme assez général d’existence (pour f lip-
schitzienne par rapport a x voir paragraphe on ne peut expliciter de so-
lutions que pour une collection limitée de cas particuliers; il est fréquent dans
les applications de ne pas pouvoir résoudre explicitement une telle équation;
la méthode d’Euler s’applique au cas ou f est & valeur vectorielle, le cas de
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systemes d’équations différentielles, mais le programme complémentaire nous
limite au cas scalaire. Cette méthode permet de résoudre de facon approchée
Iéquation (3.1.1) pour une f lipschitzienne générale.

Le schéma d’Euler explicite

Il est aussi appelé de la tangente, faire un dessin; a I’étape n, on notera
que l'on utilise la tangente qui passe par le point calculé mais ce n’est pas la
tangente a la courbe exacte comme c’est le cas pour la premiere étape.

F1aG. 3.1 — Euler explicite

Exercice 12. Avec la calculette, dessiner le champ de vecteur tangent.

Voici le schéma :
Ent1 =&+ hf(tn, &) avec le condition initiale & = zg (3.1.4)
Ezercice 13. 1. Ecrire le schéma d’Euler pour I’équation z’ = ax
2. Idem pour 2’ = x(z — 1)
3.1.2 Propriétés
Stabilité

L’idée est de vérifier si de petites perturbations du schéma ne perturbent
pas trop la solution approchée.
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Definition 3.1.1. Pour les perturbations :
Cnt1 = Cn + hf(tn,Cn) + hd,  avec la condition initiale (o = 29 + ¢ (3.1.5)
le schéma est dit stable si il existe M7, M5 tels que :
1€ = Cllgn+r < Mi|p| + Ma||d||r- (3.1.6)

Proposition 3.1.1. Si f est lipschitzienne par rapport a x alors le schéma
d’Euler est stable.

la démonstraton repose sur un lemme de type Gronwall discret (voir m
pour la verson continue :

Lemme 3.1.1. Si avec A >0, B>0, on a

ent1 < (1+ A)e, + B pour n=0,...,.N (3.1.7)
€0 >0 alors
A end — 1
€En S 60@” + TB (319)

Ezercice 14. Démontrer ce lemme (indication :on pourra s’ inspirer de la démonstration
qui fournit €, pour le cas ou est remplacé par : €41 = (1+A)e,+B  pour n=0,...,N
et utiliser : 1 + A < exp(A) . Voir aussi la démonstration du lemme de Gronwall

)

Consistence

Cette appelation consacrée par 'usage est une utilsation un peu erronée
d’un mot anglais; il vaudrait mieux dire cohérence du schéma avec I’équation
différentielle. Elle consiste & évaluer comment la solution exacte de I’équaton
différenitielle satisfait approximativement le shéma

Definition 3.1.2. Le schéma d’Euler explicite est dit consistant si

2(tny1) — 2(tyn)

}llll% Mazxy, | 0 — f(tn,z(ty))| =0 (3.1.10)
et dit d’ordre 1 si :
tn —x(t,
3oz 0, | D) 270 _ pp ) < on (3.1.11)

h

Proposition 3.1.2. Si la solution de I’équation différentielle est continument
dérivable, le schéma d’FEuler est consistant ; si la solution est 2 fois continument
dérivable, le schéma est d’ordre 1.

Convergence

Proposition 3.1.3. Quand le schéma est stable et consistant, il est convergent :
Avec t, = nh =" Maz,|¢, — x(t,)] — 0 quand h — 0 (3.1.12)
si de plus 2" est continue :

Mazy|&n — x(tn)| < MahSupiepo r(|2”|) (3.1.13)
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Ezercice 15. 1. Vérifier avec la calculette 'erreur de 'approximation de 1’équation
modele :

2’ = az avec z(0) = g (3.1.14)

2. lien avec le document d’ accompagnement du programme de T.S : voir [2].

3. Comparer avec la solution numérique proposée par votre calculette.

3.2 Autres schémas

Ces schémas ne sont pas dans le programme complémentaire du CAPES.

Stabilité absolue et Euler implicite

Lorsque la solution exacte est décroissante bornée, il est souhaitable que la
solution vérifie la méme propriété; on parle alors de schéma absolument stable.

Ezercice 16. Avec a < 0, pour quelle valeur de h, le schéma d’euler est-il abso-
lument stable

Le schéma d’Euler implicite est plus stable :

Mn = NMn—1 + haf(tna nn) avec 1) = Xo (321)

Ezercice 17. Etudier ce schéma pour ’équation modele :
1. représentation graphique

Stabilité

consistance

Stabilité absolue

lien avec le document d’accompagnement de TS : [2].

A e

Comparer avec la solution numérique proposée par votre calculette.

Autres approximations

Intégration numérique

Ezercice 18. 1. Vérifier le lien entre 1’équation différentielle et 1’équation
intégrale :

Z(tnt1) = x(tn) —l—/t " f(s,z(s))ds (3.2.2)

2. En utilisant une approximation par un rectangle a gauche, quel schéma
trouvez vous ?

3. Idem avec un rectangle a droite.

4. Idem avec un trapeze.

5. Comparer avec la solution numérique proposée par votre calculette.
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Euler modifié ou RK2

FEzxercice 19. Soit le schéma :

h
fnt1 =&n +hf(t 11,801 1) (3.2.4)
Etudier
1. Représentaton graphique
2. stabilité
3. consistance
4. convegence
5. Comparer avec la solution numérique proposée par votre calculette.
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Chapitre 4

Equations différentielles
linéaires

Le programme complémentaire : paragraphe 3-IV : 1 et 2; — le consulter a
la section [LEl

De nombreux exercices wims sont & votre disposition aller en [24] ; demandez
a votre enseignant la classe virtuelle qui, vous est attribuée.

. Consultez aussi le premier cycle sur mesure de I’Université en ligne : [23];
la section mathématiques mais aussi la section de physique peut vous permettre
de faire le point pour les aspects électriques et mé caniques.

Ce chapitre est tres classique et comprend des notions de niveau Terminale,
consulter des livres de Terminale, par exemple : [5 [13].

4.1 Introduction

On retiendra que I'exponentielle est au coeur des équations différentielles

a cause de la | relation %e‘” = ae® |i.e. 'exponentielle est solution de : ' = ay

linéarité : signifie que si y1, y2 sont 2 solutions avec seconds membres by, by
, alors A\y; + pys est encore solution avec second membre A1b; + Agby : méme
propriété qu’ en algebre linéaire : pour les solutions de AU = B avec A, matrice
rectangulaire avec plus de colonnes que de lignes.

homogeéne : c’est une équation appelée aussi sans second membre ce qui veut
dire avec second membre nul; & rapprocher d’un systéme linéaire avec second
membre nul AU = 0. Noter que ¢y = 0 entraine y = cte soit une infinité de solu-
tions; plus généralement une équaton différentielle a une infinité de solutions;
mais en précisant la conditon initiale, on récupere en général 'unicité pour les
équations linéaires ; voir la section : 4.5

4.2 Equation y’=ay-+b

La Lecon 86 traite de la caractérisation de I’exponentielle a ’aide de I’équaton
différentielle ¢y’ — ay = 0 avec a constant.
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Traitée dans tous les livres de Terminale S avec plus ou moins de bonheur, par
exemple chapitre 4 de [0, chapitre 5 de [I3]. Cette équation peut étre aussi
considérée comme un cas particulier d’équation & variables séparables ; voir sec-
tion 2.2.1] I’exercice

Pour le cas ou a est une fonction, la solution de 3y’ = ay est

y = 4(0) exp( / a(s)ds)

4.2.1 Méthode de variation des constantes

Un principe pour les équations linéaires : les solutions de 1’équation linéaire
inhomogene, peuvent s’écrire comme la somme des solutions de ’équation ho-
mogene et d’une solution particuliére de 1’équation inhomogene. Ce principe
est faux en présence de nonlinérités.

En géométrie affine, quand on a une paramétrisation d’un sous-espace vecto-
riel, on en déduit un paramétrage du sous espace affine parallele en rajoutant
une solution particuliere ; ce principe est faux pour des équatons non linéaires :
voir document de géométrie affine.

La méthode variation des constantes permet de trouver une solution particuliere
de I’équation inhomogene. L’idée est de partir de la solution de I’équation ho-
mogene et de chercher une solution générale de ’équation inhomogene en faisant
varier la constante : dans le cas o1l a est constante, on cherche la solution de la
forme : y = u(t)e* ; on trouve que u = e~ d’oti la solution :

¢
y = eyo + / e t=9)p(s)ds (4.2.1)
0

Ezercice 20. Vérifier que cette formule donne bien la solution

4.3 Exemples

De nombreux exemples de situations physiques modélisées avec une équation
différentielle linéaire se trouvent dans les livres de Terminale S; par exemple
[B], [I3] : désintégration de noyaux radioactifs, circuit électrique avec résistance
et inductance, loi de refroidissement de Newton. Mais de nombreux exemples
concernent aussi la dynamique des populations, dans ce cas seul le modele peu
satisfaisant de Malthus est décrit par une équation linéaire; des exemples se
trouvent dans [I3]; voir aussi le paragraphe Il est conseille de résoudre le
sujet du baccalauréat 2003, TS, probleme national. Voir les commentaires du
programme de Terminale S, [2], Voici quelques pistes.

4.3.1 Désintégration radioactive

(en suivant les commentaires du programme de Terminale S) :

Exzercice 21. Certains noyaux atomiques comme le carbone 14 peuvent se désintégrer ;
Pexpérience suggere que, si 1‘on considere une population macroscopique de
noyaux radioactifs (c’est & dire dont le nombre est de I’ ordre du nombre d’
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Avogadro, soit 6 x 10%%), le nombre moyen de noyaux qui se désintégrent pen-
dant un intervalle de temps At & partir d’ un instant ¢ est proportionnel au
nombre d’atomes N(t) et & At :

AN = —AN(t)At (4.3.1)

1. On suppose que N est dérivable, écrire une équation différentielle vérifiée
par N et la résoudre.

2. On désigne par T% la demie vie ou la période de I’élément : temps au bout
duquel le nombre de noyaux a diminué de moitié ; exprimer cette demi-vie
en fonction de .

3. Pour le carbone-14, la période est de 5730 ans (alors que pour 'uranium-
238, elle est de 4.5 x 10° ans); chez les étres vivants, le carbone-14 est
renouvelé constament puis il se désintegre; par exemple dans des os on
trouve qu'’il reste 70 pour cent de la quantité initiale de carbone-14 ; quel
ge a-t-il?

4.3.2 Loi de refrodissement de Newton
Loi : la vitesse de refroidissement d’un corps inerte est proportionnelle a la
différence de température entre ce corps et le milieu ambiant.

Ezercice 22. 1. La température du corps est notée 6, déduire de cette loi,
une équation différentielle vérifiée par cette température.

2. Dans une piéce & température 20°C, on met du thé & température 80°C';
au bout de 2 mn, il est & 60°C ; dans combien de temps sera-t-il & 40°C ?

(indication . 5,41mn).

4.3.3 Circuit électrique : générateur, résistance, conden-
sateur, bobine d’induction

On pourra consulter pour des complements dans les documents de physique
du premier cycle sur mesure : [23]. Voici les éléments essentiels pour les 3 dipoles
les plus courants avec les unités données dans le systeme internatoinal :

Résistance : La loi d’Ohm :
u=vg —vyg = Ri

avec u en volts, la résistance R en Ohm, et I’ intensité ¢ du courant en

amperes.
Condensateur q
U=0vp—v4=—=
B A= 5
ou % = % en posant i = % avec la charge ¢ en Coulomb, la capacité C
en Farad.
Bobine d’induction : loi de Lenz :
di
u=vg —vqg=L—
B — VA a

avec I’ inductance L en Henry.
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générateur
vp—va=e¢e

avec e force électromotrice du générateur.

Pour les circuits, il suffit d’utiliser (loi de Kirchoff) que le long d’un circuit les
différences de potentiel s’ajoutent. Exemples de circuits :

Résistance, bobine, génerateur On a

di
e:vB—vA:vB—vc—&—vc—vA:Ri—i—Ld—jt

Résistance, condensateur, générateur On a

d
e:vB—vA:vB—vc—l—vc—vA:Ri—l—%:RCd—:—&—v

en notant vg —va.

Résistance, condensateur, bobine, générateur On a

. di
e:vaqu:vachrvcvaJerva:RZ+E+L—
C dt
On notera que pour les 2 premiers circuits, on aboutit a une équation
du premier ordre alors que le dernier exemple conduit a une équation du

second ordre étudiée ci dessous.

4.4 Equation y”+ay’+by=f

En Terminale, cette équation est seulement étudiée en physique. Toutefois
[13] propose en probléme 3" + w?y = 0 trés utilisée en physique (ex : oscilateur
libre non amorti).

Il me parait indispensable de savoir trouver les solutions de [’équation
homogéne sous la forme exponentielle ou sinu-cosinus avec la classique équation
caractéristique! Voici une présentation possible.

Comme l'exponentielle a un comporment simple par dérivation, nous cher-
chons une solution particuliere de

y'+ay +by=0

de la forme :

ert

; en substituant, on trouve facilement que r doit étre solution de I’équation dite
caractéristique :
> +ar+b=0

Pour le cas fréquent ou a, b sont réels, les soutions 71,72 peuvent étre réelles
ou complexes conjuguées; le cas réel est sans difficulté; pour le cas complexe,
la solution générale peut s’écrire :

e’ + pe™ (4.4.1)

mais avec des coefficients réels, on cherche le plus souvent une solution réelle;
on peut écrire r = x + iw et il convient de se rappeler que A, u sont complexes
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et que 'on peut se restreindre & = \; alors A = A+ p et B = X\ — p sont réels
et la solution générale réelle peut s’écrire :

eX! (Acos(wt) + Bsin(wt)) (4.4.2)

Racine double chercher une deuxieme solution en changeant de fonction in-
connue : y = u(t)e™? avec rq la racine double.

Pour le cas avec second membre, la méthode de variation des constantes
est un peu subtile; voir plus loin §4.5.2]; mais dans les cas usuels, on peut
remarquer :

Lemme 4.4.1. La dérivée d’une fonction exponentielle-polynome est encore
une exponentielle-polynome :

(P(t)e") = (P'(t) + rP(t))e" (4.4.3)

On peut donc chercher la solution d’une équation différentielle linéaire avec
second membre exponentielle-polynome sous la forme d’une exponentielle po-
lynome et la déterminer par identification.

Remarque 5. Dans le cas de racines caractéristiques non réelles, on peut chercher
la solution sous la forme produit d’un polynome par (Acoswt + Bsinwt)ef* mais
on peut aussi chercher la solution avec une exponentielle complexe.

Exzercice 23. Chercher la solution d’équation avec les seconds membres : f =1,
f=t

f = cos(at), dans le cas ou les solutions de 1’équation caractéristique sont
imaginaires pures, distinguer le cas ou « est différent de ces solutions ou au
contraire est égal & une de ces racines (phénomene physique de résonance tres
important en pratique).

Voici quelques pistes. Cette équation peut modéliser de nom-

breuses situations physiques, notament en mécanique des solides ar-
ticulés et en génie électrique.
En mécanique, le principe fondamental remonte & Newton : pour
un point matériel (objet de petite taille par rapport a l’expérience,
cela revient a négliger la rotation par rapport au centre de gravité) :
my = F ou m est la masse du point matériel, v son acccélération et
F', la somme des forces appliquées. Pour le systéme masse-ressort-
amortisseur figure [4.1]; les forces sont dues au ressort et & 'amortis-
seur : F' = —ku—&4; k est un nombre positif, la rigidité du ressort et
&, le coefficient d’amortissement aussi positif; le signe moins indique
qu’il s’agit de forces de rappel a la position d’équlibre. Si ’on exerce
une force supplémentaire, on aboutit a I’équation du petit probleme
ci-dessous.

4.4.1 Un systeme mécanique

Dans ce probleme, on utilisera la méthode de variation des constantes. Voir
Lecon 87 dans chapitre [7] et le paragraphe
Voir exo [27] pour une justification de la méthode de variation des constantes.
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Ezxercice 24. Petit probléme
On consideére un systéme masse- ressort-amortisseur modélisé par

mil + &0+ ku = f(t) avec (4.4.4)
u(0) =up 4(0) =uy (4.4.5)

%/

A
K k

C C

F1G. 4.1 — masse-ressort-amortisseur

1. En partant de la loi de la dynamique du point matériel (ﬁ =m7), et de
loi linéaire pour le ressort (f = —ku) et amortisseur (f = —&u’), justifiez
I’équation différentielle ci-dessus.

2. Variante : parachutage; 'amortisseur est ici constitué par lair avec la
mme loi, la force est le poids constant.

3. Intégrez I'’équation du parachutage ; application numérique : g = 9.81m/s? k =
20kg/s, m = 60kg

4. Solution de I’équation homogene; précisez pour quelles valeurs de &, la
masse est bien amortie.

5. Solution avec second membre ; montrer (indication : voir exercice [27) :

1 t
=— t— - t— d 4.4.6
wm s [ fean(ra(— ) —ean(r(t =) S(s)ds (246)
+xoe™ + x1e™t avec (4.4.7)
gy toT2muL o uor = (445

To —T1 Ty — T2

6. En absence d’amortissement, vérifier la formule de Duhamel :
1 [t
u = Acos(wt) + Bsin(wt) + - / f(s)sin(w(t — s)ds (4.4.9)
0

7. Dans le cas ou f = F'sin(at), expliciter la solution.

8. En notant i(w) = f0+°° re~ ™! montrer que

a(w) = (muy + (€ + iwm)ug + f)h(w) avec (4.4.10)

W) !

=— 4.4.11
k — mw? + iwé ( )
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9. Montrer que £ — h est décroissante.
10. Etudier la convergence de h quand & — 0; uniformité ?
11. Tracer les graphes de w — |h|? en fonction de &.
12. Etudier w — 6 ou 6 est 'argument de h.

13. En déduire le tracé de la courbe décrite par w —— h dans le plan complexe
(dite de Nyquist).

4.5 Systemes différentiels linéaires

4.5.1 Introduction
Pour les systemes différentiels
X' = A(#)X + b(t) avec X (tg) = Xo (4.5.1)

L’existence et 1 ’unicité de la solution doivent étre connues mais il est ex-
plicitement admis dans le programme complémentaire ; on pourra trouver une
démonstration dans [12] tome 4 ch. 1; voir un énnoncé dans la section La
dimension de l'espace vectoriel des solutions de 1’équation homogene est de-
mandé. Je vous fais remarquer que le calcul effectif de solutions est en général
tres difficile voire impossible ; en revanche le cas ou1 A est une matrice constante
est bien connu : exponentielle de matrice! On peut donc écrire la solution avec
les valeurs propres et vecteurs propres de A. Voir le paragraphe

Les équations différentielles linéaires d’ordre n s’y raménent par la transfor-
mation classique :

Y =u (4.5.2)

Y1 =92 (4.5.3)

(4.5.4)

(4.5.5)

: (4.5.6)

Yn—1 = —@1Yn—1.. — @y +b (4.5.7)

Pour résoudre effectivement avec des coeflients constants, il suffit d’utiliser les
solutions du polynome associé a 1’équation différentielle (vérifier que ce sont les
valeurs propres de la matrice du systéme). Question posée & ’écrit d’ analyse
du CAPES 2002.

4.5.2 Meéthode de variation des constantes

La méthode de variation des constantes est dans le programme complémentaire
pour un systeme différentiel linéaire. Ici, nous nous limitons au cas ou A est
une matrice constante (voir [I2] pour le cas d’une matrice A(t) qui dépend du
temps).

Systéme a coefficients constants

; voir probleme X 2002, filiere PC dans le chapitre [6] Nous nous limitons au
cas courant oud la matrice A ne dépend pas du temps :

X'=AX +b(t) avec X(tg) = Xo (4.5.8)
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Systéme homogene Nous considérons le systéme homogene associé :
Y' =AY avec Y(ty) =Yy (4.5.9)

La proposition suivante donne quelques propriétés qui généralisent 1’expo-
nentielle de variable réelle au cas matriciel :

Proposition 4.5.1. Le systéme (4.5.9) admet une unique solution notée
Y =exp(tA)Ys (4.5.10)
ot la matrice exp(tA) vérifie :

Vit e Rexp(tA)A = Aexp(tA),Vs,t € R exp((s +t)A) = exp(As) exp(tA)

(4.5.11)
mais quand les matrices ne commutent pas : exp(A + B) # exp(A)exp(B)
(4.5.12)
+00 Lk Lk
t
exp(tA) =) = — et [leap(tA)| < eap(||Af[t) (4.5.13)
5 !

Quand A est diagonalisable, en désignant par n les composantes de Y dans une
base de vecteurs propres : Y = Pn, et par A\ les valeurs propres on a :

d
—nNg = A 4.5.14
g = Akl (4.5.14)
et
erp(Ad1) 0
0 exp(A2)
exp(A) = 0 0 exp(A3) ... e (4.5.15)
exp(An)

Variation des constantes On cherche une solution de I’équation inhomogene
en faisant varier les constantes dans (4.5.10) : X (¢) = exp(tA)u(t).

Attention u est un vecteur! ‘

En dérivant cette expression, on trouve facilement comme dans le cas sca-
laire,

Y = exp(tA) yo + /0 exp((t — s)A)b(s)ds (4.5.16)

Equation différentielle du second ordre On peut la transformer en un
systeme du premier ordre avec

= %y Y = (i’) A= (_Ob _1a> b= (?) (4.5.17)

La solution peut alors se préciser avec la formule ci-dessus; toutefois le calcul
explicite de ’exponentielle est fastidieux.
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Exercice 25. Vérifier que

exp(A) = ( ezp(r1) - exp(ra) ) (4.5.18)

1 63323(7‘1) 7‘265613(7“2)

avec 71, ro solutions de ’équation caractéristique.

On peut s’inspirer de la solution du cas homogene pour chercher la solution
en variant les constantes : La solution du probleme homogeéne peut s’écrire :

() = (o, ) () s

On peut alors chercher la solution de I’équation inhomogene sous la forme :

(1)- (e et (i) s

ou u et v sont deux fonctions & d’éterminer. On trouve alors les conditions :

u'exp(rit) +v'exp(rat) =0 (4.5.21)
riu'exp(rit) + rov’exp(rat) = f (4.5.22)
La premiére permet d’en conclure que u’ = pexp(rat) et v/ = —pexp(rit) ; d’od

p en reportant dans la seconde;
p = fracfexp(—(r1 + ra)t)r1 — ro (4.5.23)
on en déduit la solution de ’équation inhomogene en résolvant :

fe—’!‘lt
u =

4.5.24

KT — T2 ( )
_ —rat

S (4.5.25)
rH — 1T

Ezercice 26. Utiliser cette méthode pour retrouver des cas classiques ; voir exer-

cice 23]

Ezxercice 27. Utilisez la méthode de variation des constantes pour le systeme
associé & une équation du second ordre (preciser la démonstration évoquée ci-
dessus). Indication on retrouvera la condition classique, souvent parachutée : u'y; +
v'y2 = 0; (utilisée dans exo .
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Chapitre 5

Compléments

Consulter le programme & la section

5.1 Existence de solution

Le théoreme classique auquel se réfere le programme du CAPES (IV.3.a)
(voir paragraphe est celui de Cauchy-Lipschitz ; il est relatif & un probleme
de condition initiale (encore appelé probléme de Cauchy) :

Definition 5.1.1. Probleme de Cauchy :
d
dif = f(t,z) et z(to) = x0 (5.1.1)
Remarque 6. Rappelons que le probleme de Cauchy est équivalent & une équaton
intégrale :

z(t) = xo +/O f(s,z(s))ds (5.1.2)

Theorem 5.1.1. (de Cauchy-Lipschitz) Soit U un ouvert de R x R™ et soit

f:U—R"
(t,z) — f(t,2)

une application continue de U dans E et localement lipschitzienne par rapport
@ la seconde variable. Alors il existe un intervalle I =|tg — r,to + 7| dans lequel
le probléeme de Cauchy admet une solution unique.

On trouvera une démonstration de ce théoreme dans de nombreux livres (sa
démonstration me parait a la limite du programme ; son contenu n’est demandé
que pour n = 1) : voir par exemple [12].

Pour justifier le caractere lipschitzien d’une fonction, il suffit le plus souvent
de montrer que la dérivée est bornée!(en utilisant le théoreme des accroisse-
ments finis). C’est ainsi que z —— 22 est localement lipschitzienne mais pas sur
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tout R, ie pas globalement lipschitzienne; voir exemples et les exercices
qui suivent.

Attention : ce théoréme ne donne qu’une existence locale d’une solution.
— | Voir des exemples | ou la solution peut se calculer explicitement en sec-
tio Il existe de nombreuses variantes; on peut en particulier faire une hy-

pothese plus forte comme dans [21] et obtenir une existence globale :

Theorem 5.1.2. Soit t; < to et une application continue

f : [thtg} x R"® — R" (515)
(t,z) — f(t,x)

qui est globalement lipchitzienne par rapport d x :
Ik > 0Vt € [t1,to],Vr,y e R* || f(t,2) — f(t,9)]| < K|z —y| (5.1.7)

alors pour tout to dans [t1,ts], et xo dans R™, le probléme de Cauchy admet une
solution unique dans [t1,ts].

Solution maximale

Definition 5.1.2. Une solution de[5.1.1] dans un intervalle I est dite maximale
si elle n’admet pas de prolongement & un intervalle strictement plus grand.

On vérifiera :

Proposition 5.1.1. Sous les hypothéses du théoréme il existe une solu-
tion mazimale unique du probléme de Cauchy

Comme exemple voir section [2.2.1] et cet exercice.

2

Ezercice 28. 1. Montrer que x — z~ n’est pas lipshitzienne sur R.

2. Rappeler la solution du probléme de Cauchy ; cette solution est-elle valide
sur tout R?

3. Solution maximale ?
4. Discutez le lien avec le théoreéme. (Si vous avez un malaise c¢’est normal)
Voici enfin des théoreme plus élémentaire :

Theorem 5.1.3. Mémes hypothéses que le théoréme mais on remplace

localement lipschitzienne par les dérivées partielles par rapport a la seconde va-
riable sont continues, alors on a la méme conclusion.

En effet 'hypothese de dérivées partielles continues entraine le caractere lo-
calement lipschitzien. (Voir le document calcul différentiel) On pourra consulter
[11] pour démontrer une variante de ce théoréme en exercice.

Enfin le paragraph IV 1a du programme cite ce théoreme sans démonstration :

Theorem 5.1.4. Soit I un intervalle de R et deux applications continues B :
I— R" (ou C" et A: I +— My(C); on pose f(t,x) = Ax + B Le probléme
de Cauchy admet une solution unique sur tout I.
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5.2 Utilisation de séries

Voir le document sur les séries : utilisation de séries entieres et de séries de
Fourier.

5.3 Inégalités

5.3.1 Lemme de Gronwall

De nombreuses variantes se trouvent dans la littérature ; nous en proposons
une tres simple inspirée du cours d’analyse numérique polycopié de JL Lions
[15].

Lemme 5.3.1.

Soit ¢ € C(0,T) positive avec une constante c strictement positive  (5.3.1)

et une fonction positive m et intégrable sur [0,T]; supposons :

/ m(s)p(s)ds+c  alors (5.3.3)

) < cexp </ m( ) (5.3.4)

Remarque 7. Le second membre de [5.3.17] est la solution de
t
y(t) = c+/ m(s)y(s)ds
0

Démonstration. La démonstration s’inspire de celle utilisée pour les équations
différentielles ; nous proposons 2 variantes.

Ivoir paragraphe [1.2]

Variante 1 On remarque que '’hypothése entraine :

> me < m donc en intégrant (5.3.5)
fo m(s)o(s)ds + ¢
In fot m(s )(b( Jds +c / m(s)ds d’ou (5.3.6)
/ m(s)p(s)ds+c<c eJo m(s)ds (5.3.7)
d’ou la majoration cherchée ([5.3.17))
(5.3.8)
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Variante 2 Mais on peut aussi multiplier les 2 membres par
me™ Jo m(s)ds (5.3.9)

t
me=Jo m()ds (1) < me” Jo m(s)ds (/ m(s)o(s)ds + c) alors (5.3.10)
0

d t t
Z | g Jo m(s)ds d )) <0 dot 5.3.11
i (e ([ meeias+e)) <o aon (5:3.11)
t
e~ Jg m(s)ds (/ m(8)¢(s)ds + c) <c (5.3.12)
0

d’ou encore la majortion cherchée (|5.3.17))

(5.3.13)
O

Une variante de la majoration (5.3.17]) pour une approximation numérique
permet de préciser la convergence de l'approximation, voir chapitre [3] para-
graphe

FExercice 29.

Soit ¢ € C(0,T) positive avec une constante ¢ strictement positive (5.3.14)

et des constantes §; > 0 ;3 > Osupposons : (5.3.15)
t
o(t) <& / o(s)ds+ c+ st alors (5.3.16)
0
02 02
o(t) < (c+ =) exp (61t) — = (5.3.17)
01 01
sugestion : effectuer un changement de fonction inconue : ¢ = ¢ — g—f
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Chapitre 6

Remarques sur des
problemes d’écrit

6.1 Problemes d’Analyse

CAPES, analyse 96 : équations différentielles Il s’agit d’un probleme a 2
points a ne pas confondre avec un probleme de Cauchy. A la suite des de-
voirs rendus en décembre 2002, en dehors de la variation des constantes
pour une équation du deuxieme ordre et de la méconnaissance du théoreme
de Cauchy-Lipschitz pour le probleme de Cauchy, les difficultés sont plutot
d’une autre nature : changement de variable dans une équation différentielle :
dérivation de fonctions composées, dérivaton d’une série de fonctions,
série alternée : je pense que c’est sur ces points que peuvent se décider
admissibilité.

ENS Paris-Cachan 1998 sujet 1 : approximation EDP hyperbolique du ler
ordre
— Comme dans beaucoup de problemes d’analyse, il faut dériver des fonc-

tions composées et dériver sous le signe somme ou par rapport a la
borne. Le théoréeme du programme complémentaire :

b b
%/ (;S(s,t)ds:/ st (6.1.1)

il s’applique lorsque la dérivée partielle est continue par rapport aux
deux variables.
— Ici, t intervient dans la borne; on peut introduire :

g(7,1) = /T o(s,t)ds (6.1.2)

6%’9 = ¢(7,t) et posons (6.1.3)
h(t) = g(t. 1), (6.1.4)
n(t) = %(t,t) + %(t,t) = ¢(t,1) +/ %ds (6.1.5)

36



— Difféomorphisme : ici ¢’est une fonction linéaire de 2 variables a valeurs
dans R, il est banal de 'inverser, ce qui montre la bijectivité ; la dérivéee
est encore une application linéaire inversible et continue (une application
linéaire en dimension finie est continue). Attention le théor ‘me de la
fontion inverse ne fournit que un difféomorphisme local!

— Il arrive souvent que la fonction ¢(s,t) = ®(s,t,£&(t,x)); il faut alors
noter que la dérivée de ¢ par rapport a t fait intervenir la dérivée de ®
par rapport a & car cette variable est fonction de ¢!

— Pour la question 1.4, il sera plus facile de considérer d’abord le schéma
¥1. Pour la suite il est conseillé de revoir le schéma d’Euler pour une
équation différentielle : chapitre [3] ainis que les séries de Fourier.

— On utilise deux inégalités classiques : 1 +z < e” et 2ab < a? + b2

polytechnique 2002, filiere PC C’est un probléme sur le controle de systémes
régis par un systeme différentiel linéaire. Le probléeme commence par une
question sur la définition d’une norme matricielle. A noter que les normes
matricielles sont au programme du CAPES; on pouvait donc considerer
que les questions etaient du cours; sinon il convenait d’y répondre sans
erreur ! Mais beaucoup d’erreurs dont :
— on n’a pas

[MNz| < [|Mz||| Nz| (6.1.6)

|MzNz|| n a pas de sens!
n
I Z MP¥|len général n’est pas borné uniformément en m,n (6.1.8)
k=m+1

— attention & la dérivation de séries!!

equation diff 2nd ordre c’est un CAPEs blanc proposé a 'TUFM de la Gua-
deloupe en 2001-02; on peut le trouver avec une correction proposée :
http ://perso.wanadoo.fr/megamaths/anndi.html Voici quelques commen-
taires.

6.2 Probleme d’algebre

Capes agricole 2002 Dans ce probleme, on étudie des propriétes de 'opérateur
AP = P(X + 1) — P(X) ou P est un polynome. Cet opérateur A joue
un peu le role de la dérivée usuelle et 'on étudie une base adaptée a cet
opérateur qui joue un role analogue a éfll), pour la dérivée. Il est com-
mode de se rappeler que des polynomes de degrés tous différents de zéro
a n forment une base de ’espace vectoriel des polynomes de degrés n.
Ezercice 30. Démontrer 'affirmation précédente en utilisant les monémes

de plus haut degrés.
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Chapitre 7

Remarques sur des lecons

69 (66 en 2004) : Méthodes d’approximation d’une solution d’une équation
numérique réelle. Exemples. L’exposé pourra étre illustré par un
ou des exemples faisant appel a I’utiilisation d’une calculatrice
Dans les prérequis, on pourra indiquer : convergence de suite monotone,
Taylor-Lagrange, théoreme des valeurs intermédiaires, théoreme du point
fixe. On peut citer les 3 méthodes de dichotomie, Lagrange ( ou sécante)
et Newton. Il convient de comparer les méthodes du point de vue de la
robustesse et de la rapidité de convergence ; il est bon de savoir dessiner un
contre-exemple graphique montrant la divergence de Newton. Il est sou-
haitable de comparer Lagrange et Newton : pour une fonction convexe, les
2 suites encadrent la solution; en approchant la dérivée par un quotient
différentiel, Newton s’approche par Lagrange. Ne pas négliger la méthode
du point fixe qui a de nombreux avantages :

— les suites récurentes sont bien connues et peuvent étre facilement cal-
culées avec une calculette;

— elle constitue aussi une méthode de démonstration d’existence de solu-
tion pour des équations tres variées (é quations différentielles...) ;

— elle est d’application tres générale.

84 (86 en 2002), (69 en 2004) : caractérisation de la fonction exponentielle réelle
par I’équation différentielle ¥’ = ay et une condition initiale. Applications.
Depuis le concours 2002, je pense que ’on ne peut pas faire I’économie du
document [2]. En particulier, on ne peut pas négliger que I’exponentielle
est introduite avec I’équation différentielle. Ne pas oublier :

— introduire le schéma d’Euler pour approcher I'équation diférentielle ;

— par un changement de fonction présenter une équation non linéaire se
ramenant & une équation linéaire (exemple bac 2003 TS);

— expliquer la terminologie linéaire : prendre un second membre de la
forme g = g1 + g2;

— si vous désignez par f la solution de I’équation différentielle v’ = ay+g,
soignez la formulation pour rester intéligible! (je déconseille cet usage).

85 (87 en 2002), (81 en 2004) : Résolution des équations différentielles linéaires
du second ordre a coefficients constants sans seconds membres.
Exemples
Des 'introduction on peut indiquer oralement des motivations physiques
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de ces équations différentielles ; noter que seuls des exemples sont a présenter

en Terminale depuis 'année 02-03. Ne pas oublier :

— Indiquer ce que linéaire veut dire : les combinaisons linéaires de solutions
sont encore solutions.

— 1" équation caractéristique est liée a la recherche de solution sous forme
exponentielle

— Dessiner la solution en particulier pour les oscilations amorties.

— Dans les exemples préciser la signification physique des données de Cau-
chy

— Il convient de savoir rappeler les lois physiques a l'origine des équations
différentielles (exemple : F' = m~y pour la mécanique, propriétés des
dipoles en électricité; on trouvera quelques éléments au paragraphe :

£3)

85 en 2005, Exemples d’approximation d’une solution d’une équation
différentielle par la méthode d’Euler. L’exposé pourra étre illusté
par un ou dese exmplesfaisant appel a 1’utilisation d’une calcu-
latrice.

— Il convient de relier cette méthode a l'interprétation géométrique d’une
équation différentielle avec la tangente a la courbe ; il convient d’indiquer
que en mode équation différentielle, les calculettes tracent les champs
de vecteurs tangents : ty, g, f(tr, Tx)

— Justifier la convergence de la méthode d’Euler releve du programme
complémentaire (voir chapitre ; toutefois, il est du niveau T. S. de
montrer sa convergence pour 1’équation différentielle 2’ = z ; on pourra
s’inspirer des documents d’accompagnements de T.S., annexe sur la ra-
dioactivité, ([2]) : plus précisément : introduire : w,(xz) = (1 + £)»
(méthode d’Euler appliquée & I’équation différentielle) et v, (z) = Py o)
on montrera que u, < v, et que u, est croissante et v,, décroissante;
d’ol1 la convergence. Pour montrer que u,, est croissante, remarquer que
gt = (L4 2 4 227 = £ = @)L+ 21— srrey)™
pour conclure, utiliser : pour u > —1, (i + v)" < 1+ nu

— Il faut montrer sur des exemples, la convergence de la solution ap-
prochée, en comparant pour une valeur donnée de ¢, des valeurs de
la solution approchée pour h — 0 avec h = % et n — oo; d’autre
part, on pourra utiliser ' = ax avec a petit, pour mettre en évidence
la mauvaise convergence : pour h = %, &=+ %t)” qui tend tres
lentement vers e** quand par exemple a = 1/1000.

— Il vaut mieux présenter au moins un exemple avec une équation différentielle
non linéaire ; si I’on n’a pas de solution exacte, vérifier expérimentalement
la convergence a t fixé.

— Pour répondre aux questions, il est bien de savoir que la convergence de
I’approximation se démontre avec f lipschitzienne par raport a z, voir
chapitre
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