ALGEBRE ET GEOMETRIE PREPARATION A L’AGREGATION 2006-2007

Exercices sur polynomes irréductibles, corps de rupture, etc...

Rappels
Soient K un corps commutatif, P € K[X] un polynéme irréductible.

e Un corps de rupture de P sur K est une extension L de K dans laquelle P a
un zéro «, et L = K(a); alors L est isomorphe a K[X]/(P);

e Un corps de décomposition de P sur K est une extension L. de K dans laquelle
PX)=aX—-a1)...X—an),et L=K(ag,...,a,).
Critéres d’irréductibilité sur Q: Soit P(X) = X" +a; X" ' + ...+ a, , avec a; € Z.

e P est irréductible sur Q si et seulement s’il I'est sur Z (lemme de Gauss)

e Sl existe p premier tel que p|a; pour tout i et p?fa,, P est irréductible
(critere d’Eisenstein)

e Sil'image de P dans F,[X] est irréductible, P est irréductible.

Exercices

1) Soient p un nombre premier et n un entier > 2. On pose P(X) =X"+X +p.
a) Montrer que toute racine z de P dans C vérifie |z| > 1. Quand a-t-on
égalité?
b) On suppose p # 2 ou n pair. Montrer que P est irréductible sur Q.
¢) On suppose p =2 et n impair. Montrer qu'on a P(X) = (X 4 1)Q(X) avec
Q irréductible sur Q.

2) Soit a un entier # 0. Montrer que le polynéme X* + aX — 1 est irréductible sur
Q.

3) Soient p un nombre premier, et @ un entier premier a p. On pose P(X) =
XP—-X—-a.

a) On considere P dans F,[X]. Si « est une racine de P dans une extension
K de F,, montrer que les racines de P dans K sont a,a+1,...,a+ (p—1).

b) Montrer que P est irréductible dans F,[X] (si P(X) est divisible par un
polynéme X?+ ;X414 ... € F,[X], calculer a; en fonction de « et en déduire
acl,).

¢) Comparer corps de rupture et corps de décomposition pour P .

d) Montrer que P est irréductible dans Q[X] .

4) a) Soient p un nombre premier, K un corps commutatif, a un élément de K qui

ne peut pas s’écrire b pour b € K. Montrer que le polynome XP — a est irréductible
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(si un polynome X7+ ...+ b divise XP — a, montrer qu'on a a? = bP , et en déduire
une contradiction a I’aide du théoreme de Bézout).

b) Soient ¢,p des nombres premiers tels que ¢ divise p — 1, a un entier dont
la classe mod.p engendre (Z/pZ)*, k un entier < ¢. Montrer que le polynéome

Xt + pX* — @ est irréductible sur Q.

5) Etudier l'irréductibilité sur Q des polynémes

X*41 , XP-X%41 , XO4X2P41.



