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Conditionnements

Soit ||.|| une norme de IR™, |||.]|| sa norme subordonnée, et
cond(A) = [[|A]|| > [[IA~]l]

pour A € GLy(IR). Si ||.]| est la norme euclidienne alors le conditionnement de A est noté conds(A).

1 Conditionnement d’un systeme linéaire

1. Montrez que cond(A) > 1 et que cond(aA) = cond(A) pour tout scalaire o # 0.

A
2. Si A est symétrique définie positive, vérifiez que condy(A) = )\—N ou A < -+ < Ay sont les valeurs
1
propres de A.
3. Montrez que conds(A) =1 si et seulement si A est proportionnelle a une matrice orthogonale.

4. Si Ax =bet Ay = ¢, en notant Ax =y — x, Ab = ¢ — b, montrer et interpréter le résultat suivant :
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]

| Abl|
il

< cond(A)

5. Faire de méme, si Ar =bet By=0, Ae =y—x, AA=B—A:

2 Courant-Fisher

Soit A une matrice symétrique, A\; < --- < Ay les valeurs propres de A. On note, en utilisant le produit
scalaire, pour x # 0 le coefficient de Rayleigh :

r(z) =
Démontrer les assertions suivantes en utilisant une base de vecteurs propres de A :
1. maxr(z) = Ay, minr(z) = A
0#x ( ) N 0#x ( ) b

2. min max r(x) = A, max min r(x) = Ay_gs1, pour 1 <k < N.
dimy=f 0#z€V (@) dimy =k 07FzcV (@) b

3 Conditionnement de recherche de valeurs propres

Soit A une matrice diagonalisable et P une de ses matrices de passage : P~'AP = D avec D diagonale.
On note Sp(A) 'ensemble des valeurs propres de A.

1. Vérifiez que det(I + M) = 0 si |||M]|| > 1 ou I désigne la matrice de I'identité.
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2. Soit B=A+ AAet pue Sp(B).
Si u ¢ Sp(A), vérifiez que P~Y(B — pul)P = (D — pl)(I + (D — ul)'P71AAP).

3. En déduire que

d(Sp(A+ AA),Sp(A)) = max min |p— Al < cond(P)|||AA]||.
HESP(A+AA) AeSP(A)

4. Expliquer pourquoi le probleme le conditionnement du probleme de recherche des valeurs propres de
A s’obtient en minimisant le conditionnement des matrices de passage de A, i.e. :

inf  cond(P).

P,P~1AP=D

5. En déduire que la recherche des valeurs propres des matrices normales est un probleme tres bien
conditionné.
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