Agrégation externe de Mathématiques

TD1: Le déterminant

E. AUBRY

Exercice 1 Calculer le déterminant des matrices suivantes
A= <;) _24> B=14 -5 4
3 2 1

Exercice 2 Soit (a,b) € R?, calculer le déterminant d’ordre n suivant

a+b ab 0 oo ... 0
. .
det 0
0
: . .. .. ab
0 -+ -+ 0 1 a+b

1 0 -2 1
-2 3 0 1
1 4 2 3
-2 0 4 =2

Soit « € R, o £ 0[n]. Montrer que le déterminant d’ordre n suivant vérifie

2cosa 1 o - .- 0
. .
det 0 : :sin(7‘1+1)a.
: 0 sin o
. ‘<. . . 1
0 N (| 1 2cosa

Exercice 3 Calculer les déterminants suivants

n—1

1 a a% ceeay 1 cosaq

1 ao a% e a,g_l 1 cosas
det det

1 a, a® - a7t 1 cosay

Pour le premier, on pourra factoriser le polynéme P(X) obtenu en remplacant a,, par X.

Pour le second, on pourra commencer par établir I’égalité

cosna = 2cos(n—1)acosa — cos(n—2)«a

dont on déduit qu’il existe un polynome P, € Z,[X]| de dégré n, de coefficient dominant

cosna = P,(cosa) (polynémes de Tchebychev).

cos(n—1)ay
cos(n—1)aw

cos(n—1)ay,

2n—1

et tel que



Exercice 4 Soit (ag,--- ,an_1) € C*. On pose w = e*™/™ et P(X) = ag+ a1 X + -+ + ap_12" L.
Montrer l’égalité

ag  ar o ap-1 r 1 .. 1 P1)  Pw) - P(w"1)
Ap—1 Qo -+ Qp—2 I S L P(1) wPWw) - w"lPQ" Y
. . . X1 . = . . .
ap az -+ ag 1wt o D) P(1) w"PW) - WD Pl
—A

En déduire le déterminant de A.

Exercice 5 Calculer le déterminant des matrices

12340 EEREE
1 2 3 2 3 456 1 23400
A=10 2 3 B=10 0 3 4 5 C=
123 000
0 0 4 000 45
0005 6 120000
100 000

Exercice 6 Soit (A, B,C,D) € M, (R). Montrer que si A est inversible alors
L, 0\ (A BY_(4A B
—CA7Y I, c D) \0 D-CA'B

En déduire que si A et C commutent, alors det <A B> = det(AD — BC). Considérer le cas A =

C D
01 0 -1
D—<1 0>etB—C’—<1 0).

1 1 0
Exercice 7 Calculer linverse de la matrice [0 1 -1
1 -1 0

Exercice 8 Soit A € M, (K). Calculer le déterminant (resp . le rang) de la comatrice de A en
fonction de celui de A. Calculer Com(Com(A)) et Com(A x B) en fonction de Com(A) et Com(B).

1 0 1 =2
Exercice 9 Calculer le rang de A = L1 L
-1 0 -1 2
1 1 1 0

Exercice 10 Montrer que l’ensemble des matrices inversibles est dense dans M,(R) (resp. dans

M (C)).

Exercice 11 Soit 0 <7 <n et K =R ou C. Montrer que l’ensemble des matrices de M,,(K) de rang
supérieur (resp. inférieur) a r est un owvert (resp. un fermé) de M, (K). Qu’en est t-il de l’ensemble
des matrices de rang égal 6 r?

Exercice 12 Calculer la différentielle de lapplication det : M, (R) — R.

—

Exercice 13 Soit P un plan euclidien muni d’un repére Euclidien (0,7,7) et A(2,3), B(1,5), C(2,7)
trois points de P. Calculer Uaire du triangle [A, B, C].



Exercice 14 On munit R® de son orientation canonique. La base suivante 21,13]),1(5
est-elle directe?

Exercice 15 Soit P un plan affine et (A, B, C) trois points affinements libres de P. On note (cpr, Bar, Yar)
les coordonnées barycentrigques de tout point M € P par rapport 6 (A, B,C). On munit P d’un produit
scalaire h. On va montrer que si M € [A, B, C], alors

_ Vol,[M, B, C]
~ Volu[A, B, C]

_ Volu[A, M, C] VoA, B, M]

Pu = Vol [A, B, C] ™ = Nol,[A, B,

apM

On peut considérer que (P,h) est un plan contenu dans un espace euclidien (ER3). On note H
un point de E situé sur la perpendiculaire & P passant par M et tel que |HM| = 1. Montrer que
Vol[H,M, B,C| = aVol[H, A, B,C]. En déduire le résultat.

Exercice 16 Soit A et B deux éléments de M, (R). On suppose qu’il existe P € GL,(C) telle que
B = P~ 'AP. On note Q et R les matrices de M,(R) telles que P = Q + iR. Montrer que pour tout
z€C,ona

QxB=AxQ, RxB=AXR e (Q+:zR)xB=Ax(Q+zR).

Montrer que la fonction
f:C —- C
z — det(Q+ zR)

est un polynéme non nul. En déduire qu’il eriste P’ € GL,(R) telle que B = P'A(P')~1L.
(Autrement dit, des matrices réelles sont conjugées dans M, (C) ssi elles sont conjuguées dans

Mn(R)).



