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SERIES DE FOURIER & LZ2.
Les notations sont celles de la feuille Les principaux théorémes sur les séries de Fourier.

Ex. 1: ( encore ) Le lemme de Riemann-Lebesgue. Soit f € C°. A 'aide de I'inégalité de Bessel, montrer
que ¢, (f) — 0 lorsque |n| — +o0o. Déduire d'un argument de densité le lemme de Riemann-Lebesgue pour f € L.

Ex. 2 : Théoréme de convergence normale. Soit f € C°, de classe C! par morceaux.

1) Rappeler le lien entre ¢, (f) et ¢, (f’). Que donne I'inégalité de Bessel pour f’ ? En déduire que Z len (F)] < 400,

neZ
i.e. que la série de Fourier de f converge normalement sur R. Quelle est sa somme 7

2) Démontrer I'inégalité de Sobolev : il existe C' > 0 telle que pour tout f € C° et C' par morceaux,

If = co(Dlze < Clf N2

On précisera la meilleure constante C.

Ex. 3 : Egalité de Parseval.

1) Justifier que la famille (e, ),ez est une base orthonormée de L2.

. . In| . .
2) Existe-t-il f € L? telle que pour n € Z, ¢y, = ? Existe-t-il f € L! telle que ¢, = ?
) Ex f que p (f)=5 iR f q (f) =7 ey

3) Démontrer le résultat suivant :

si f € L', alors f € L? si et seulement si Z len(f)]? < 400, auquel cas Iégalité de Parseval est valable.
ne”L

4) Démontrer I'inégalité de Poincaré-Wirtinger : il existe C' > 0 telle que pour tout f € C!,

If—co(£)lze < C1F N2

On précisera la meilleure constante C, et le cas d’égalité.

5) On considere f : [-m, 7] — R la fonction donnée par f(z) = 0si —7# <z < 0et f(z) =2si0 <2 <
Déterminer les projections orthogonales de f, dans I'espace de Hilbert L?([—m, @], C), sur Vect (1,sin(z), cos?(z))
ainsi que sur Vect (sin(z),e*7).

Ex. 4 : Théoreme de S. Bernstein. Suivre GOURDON, Ex. 6 p. 264.

Ex. 5 : Parseval & Plancherel. Soit f € C2(R,C), et Ty > 0 tel que Supp (f) C [~To, To)-

1) Pour T > Tj, on peut considérer la 2T-périodisée fr de f. Calculer ses coefficients de Fourier 2T-périodiques

1 +T )
en(fr) = oT /T e~ 9% £ () dx en fonction de la transformée de Fourier de f, oi1 § est tel que 67 = 7.

2) En déduire I’égalité 27r/ IfI>=¢ Z ’f(né)’2 Quel est le lien formel avec la formule de Plancherel ?
R neL



3) a) On fixe A > 1. Justifier, pour § > 0, I'inégalité

+A
2 _ £12 £12 ; 2 f2 ; 2
2 [ 191 - [ 177] < /|£|2Af| Y (i) +] [N ST

nez, §n|>A nez, §|n|>A
b) Démontrer que le dernier terme tend vers 0 lorsque 6 — 0.

¢) On suppose f € C1. Montrer qu’il existe une constante C, dépendant de f, telle que, V|¢| > 1, |f(£)\2 < |502
d) Donner un équivalent simple, lorsque p — +o00, de Z % En déduire que le deuxieme terme de 'inégalité
obtenue en 3) a) est =

§250n2An12H21§ quand 6 — 0.

e) Passer a la limite la majoration obtenue 3) a) quand § — 0, puis quand A — +oo ( on remarquera que le

membre de gauche ne dépend pas de ¢ ), et conclure que 271'/ If|* = / f2=0 Z ’f(n(m2
R R nez



