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DEVELOPPEMENT: EQUIVALENCE DES NORMES EN
DIMENSION FINIE ET APPLICATIONS

On s’intéresse dans ce TD a la preuve et a quelques conséquences du résultat
suivant:

Théoréme 1. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie. Alors toutes les

normes sur E sont équivalentes.

1. PREUVE DU THEOREME

1.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Montrez qu’il existe une norme
sur E.

1.2. Soit (e1,...,en), n € N une base de E. Soit
p: R” — F
(T1, s Tn) = Do T
Montrez que ¢ est un isomorphisme.

1.3. Pour # € E, on pose Ny (7) := ||[¢ 1 (2)] 0o Ol
R"™. Montrez que N, est une norme.

| - ||oo est la norme infinie sur

1.4. Soit N une norme sur E. Montrez qu’il existe C' > 0 tel que N(z) < C- Ny (z)
pour tout z € E.

1.5. On note Sy (0,1) la spheére unité de E pour la norme Ng,: on la munit de la
distance associée a N,,. Montrez que ’application

f: Sn.(0,1) — R
x — N(z)

est continue.

1.6. En utilisant les propriétés des réels, montrez que Sy__(0,1) est compact pour
sa topologie définie ci-dessus.

1.7. Montrez qu’il existe ¢ > 0 tel que N(x) > ¢Ny(x) pour tout z € E. En
déduire que toutes les normes sur E sont équivalentes.

2. QUELQUES APPLICATIONS

2.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Montrez qu’il n’y a qu’une seule
topologie d’espace normé sur E.

2.2. Soit (E, N) un evn de dimension finie. Montrez que les compacts de E sont
exactement les fermés-bornés.

2.3. Soit (E,N) un evn. Soit F' un sous-ev de dimension finie de E. Montrez que
F est complet (muni de la topologie induite).

2.4. Soient F, F deux evn et soit f : E — F linéaire. On suppose que E est de
dimension finie. Montrez que f est continue.



