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Développement: le lemme de Morse

Soit f : U — R une application de classe C* avec U ouvert de R™. Soit a € U. On
suppose que

(1> Dfa =0

(ii) la matrice Hessienne (#gmj(a))ij est non dégénérée de signature (s,n — s),
avec s € {0,...,n}.
On cherche & montrer le résultat suivant: il existe un ouvert U’ de R™ tel que
a € U C U, il existe un ouvert V de R™ tel que 0 € V, un difféomorphisme
p € C°(V,U") tel que p(0) =a et

Fley)) = Fp(0)) = Zy2 - v

i=s5+1
pour tout y € V. La preuve de ce résultat est I'objet des six questions suivantes.
(a) Montrez qu’on peut supposer que U est convexe. On suppose dorénavant que
U est convexe.
(b) Montrez qu’il existe des fonctions g1, ..., g, € C(U) telles que

n

f(z) = fla) = Z(l’z — a;)gi(x)

i=1
pour tout z € U.
(c) Montrez qu'’il existe des fonctions h;; € C>*(U), 4,5 € {1,...,n} telles que

n

f(@) = fla) = Z (zi — a;)(x; — a;)hij(2)

ij=1
pour tout z € U.
(d) Montrez qu’on peut supposer que la matrice h(z) := (h;;(z));; est symétrique

pour tout z € U, et que
= (P
Y=o —I.. )

(e) en utilisant la méthode de réduction de Gauss, montrez qu'il existe U; C U
ouvert tel que a € U; et pour tout x € Uy, il existe P(z) € GI,(R) telle que
h(z) = P(z)'h(a)P(x) et P(a) = I,.
(f) Démontrez le résultat demandé.



