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Problémes d’extréma

Exercice 1. Comportement de f(z,y) = 2% + 3> — 32y au voisinage des
points critiques.

Exercice 2. Déterminez min{z/ 2% + y> + 22 = 1 et 23 + y3 + 23 = 0}
Exercice 3. Soit (E, (-,-)) un espace vectoriel Euclidien de dimension finie.
Soit f un endomorphisme symétrique de F.

a. Montrez que

(f(z),z)
sep\{0} @]

existe et est atteint en un vecteur xg € F.

b. Montrez que zy est un vecteur propre de f ( on pourra faire un

développement de la fonctionnelle minimisée en xy ou bien utiliser le théoreme
des extréma liés)

c. Montrez que Rz possede un supplémentaire f—stable.

c. Montrez que f est diagonalisable.

Exercice 4. Soit €2 un ouvert borné de R™, n > 1. On se donne des fonc-
tions a;j, by € C°(Q) pour i, 4,k € {1,...,n}. On considere alors l'opérateur
différentiel pour u € C?(2) par
n
Lu)(x) = bi(
( )( ) ijzl zya 813 +Z k aIEk
pour tout x € Q. De plus, on suppose que la matrice A(x) = (a;j(x)) est

symétrique définie positive pour tout z € et qu’il existe a > 0 et 8 > 0
tels que

a11(x) > a et |bi(x)| < B pour tout x € Q2

a. Soit B une matrice symétrique positive. Montrez que Tr(AB) > 0.

b. Soit u € C2(Q)7ﬂ C%(€2). On suppose que Lu > 0 sur 2. Montrez que le
maximum de u sur €2 n’est atteint qu’au bord (on raisonnera par I’absurde).
c. Soit u € C?(2) N C°(K). On suppose que Lu > 0 sur 2. Montrez
que sup, g u(r) = Supgesqu(z). On pourra utiliser la fonction annexe

v(x) = u(x) + pe* et montrer que Lv > 0 pour des valeurs de u et A
judicieusement choisies.

Exercice 5. Déterminez min{dzy + z/ 2% + y? < 1 et 2% — 2y? < 2 < 2}.
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Exercice 6. Soit n € Z~g. Soit s € R>g. Maximiser z1x3...x, sous la
contrainte 1 +zo+...+x, = s, x; > 0 pour ¢ = 1...n. En déduire I'inégalité
entre les moyennes arithmétique et géométrique:

1+ X2+ ... + Ty

YX1T2...Ty < s

n

des que z; > 0 pour tout k = 1...n.

Exercice 7: Déja fait, mais qui va si bien dans ce theme. Soit P € C[X]
un polynéme non constant. On cherche a montrer qu’il possede une racine
dans C (Théoreme de d’Alembert).

(a) Montrez qu'il existe zg € C tel que |P(29)| = inf.ec |P(2)]-

(b) On suppose que P(zp) # 0. En utilisant un développement limité de
P en zp, montrez une contradiction.



