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1. QUELQUES PETITS RAPPELS SUR LES ESPACES EUCLIDIENS (DONC RIéELS)

Soit (E,(-,-)) un eve de dimension n. Pour u € L(F), on considére u* son
adjoint.
1.1. Endomorphismes symétriques. Un endomorphisme u € L(FE) est symétrique
siu* = u.

Théoréme 1. Soit uw € L(E). Alors u est symétrique ssi il est diagonalisable dans
une base orthonormée.

1.2. Endomorphismes orthogonaux. Un endomorphisme u € L(E) est orthog-
onal si uv*u = Idg.

Théoréme 2. Soit u € L(E). L’endomorphisme u est orthogonal ssi il existe une
base orthonormée (3 telle que

Ro,

Matg(u) = Ry

\ cosf; —sinb;
ou 917...7911 cR et R@i - <Sin9- cos 0; >

1.3. Endomorphismes normaux. Un endomorphisme u € L(E) est normal u*u =

uu*.

Théoréme 3. Soit u € L(E). L’endomorphisme u est normal ssi il existe une base
orthonormée (3 telle que

A1
Matg(u) =

Ts

ot A\1,..Ar € R et pour tout i € {1,...,s}, il existe a;,b; € R, b; # 0 tels que

[ —b;
T = b a; )

2. QUELQUES PETITS RAPPELS SUR LES ESPACES HERMITIENS (DONC
COMPLEXES)

Soit (E,(-,-)) un eve orienté de dimension n. Pour v € L(E), on consideére u*
son adjoint.

2.1. Endomorphismes symétriques. Un endomorphisme u € L(FE) est symétrique
siu* = u.

Théoréme 4. Soit u € L(E). Alors u est symétrique ssi il est diagonalisable dans
une base orthonormée avec des valeurs propres réelles.
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2.2. Endomorphismes orthogonaux. Un endomorphisme u € L(E) est orthog-
onal si uw*u = Idg.

Théoréme 5. Soit u € L(E). L’endomorphisme u est orthogonal ssi il est diago-
nalisable dans une base orthonormée avec des valeurs propres de module 1.

2.3. Endomorphismes normaux. Un endomorphisme v € L(E) est normal u*u =

uur.

Théoreme 6. Soit uw € L(E). L’endomorphisme u est normal ssi il est diagonal-
1sable dans une base orthonormée.

Exercice 1: Soit (E,(-,-)) un eve orienté de dimension 2 et soit u € L(E)
un endomorphisme symétrique. En n’utiliser ni les nombres complexes ni les
théoreme "massue” de réduction, montrez que u est diagonalisable dans une base
orthonormée.

Exercice 2: Soit (E, (-,-)) un eve orienté de dimension 3 et soit @ € E'\ {0}. On
considere la rotation d’angle # € R autour de .
a. Donnez la définition de f!
b. Montrez que pour tout z € F, on a
(U, z) sintheta _,
U+ coslr + ——=—UAx

flay= (= cosb)im Tl

pour tout x € F.

Exercice 3: Soit (F, (-,-)) un eve de dimesnion n. Soit f : E — E une application
telle que
d(f(x), f(y)) = d(z,y) Va,y € E,
ou d(a,b) := |ja—1b||. On cherche & montrer qu’il existe ¢ € E tel que f —c € O(E).
a. Soit 8 = (ey,...,e,) une bon de E. Montrez qu’il existe g € O(F) et qu’il
existe ¢ € F tels que ¢ := g~ o (f — ¢) fixe 0 et la base 3 et conserve les distances.
b. Soient a,b € E tels que a # b. Déterminez P := {x € E/d(a,z) = d(b,x)}
c. Montrez que ¢ = Idg et conslure.

Exercice 4: Soit (E, (-,-)) un eve de dimension n et soit  un projecteur de E. Soit
u € L(E) un projecteur. Montrez que u est un projecteur orthogonal ssi |||u||| < 1.

Exercice 5: Soit (E,(-,-)) un eve de dimension n. Montrez que tout endomor-
phisme normal et diagonalisable est symétrique.

Exercice 6: Soit (F,(-,-)) un ev hermitien de dimension n. Soit v € L(E).
MOntrez que u est normal ssi il existe P € K[X] tel que u* = P(u).

Exercice 7: Soit (E,(-,-)) un ev hermitien de dimension n. Déterminez les u €
L(E) tels que |detu| =1 et |||u]|] < 1.

Exercice 8: Soit (F,(-,-)) un eve de dimension n. On considére la norme triple
associée & la norme euclidienne. Montrez que pour tout u € L(E), on a

lulll = v/ p(urw)
ou p(u*u) := sup{|\|/ A valeur propre de u*u}.

Ne pas oublier: réduction des endomorphismes par minimisation, les exercices
de la feuille ”espaces euclidiens”.



