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Fonctions a variations bornées.

Soit f: I =[a,b] — R.
Définitions : Pour 0 = (09 = a, 04, -+, 0,_1,0, = b) une subdivision de longueur n de [a, ],

on pose V(f,0) =Y _|f(0:) — f(oi_1)| la variation de f sur o.
i=1

On pose Vi(f) =sup{V(f,o); o subdivision de [a, b]} la variation totale de f sur I = [a,b].
On dit que f est & variation bornée sur [a, b] si Vi(f) < +o0.

On va montrer en particulier le théoréme de Jordan : f est a variation bornée sur [a, b
si et seulement si f est la somme d’une fonction croissante et d'une fonction déroissante sur [a, b].

Référence : Chambert-Loir, tome 1.
Schéma de preuve :
1) Si f est monotone, calculer V;(f).
2) a) Montrer que [ — V(f) est croissante.
b) Soit ¢ €]a, b[, montrer que Vig4(f) = Via,g (f) + View (f)-
3) a) Montrer que x — Vj,4(f) — f(2) est croissante.

b) En déduire le théoreme de Jordan.

¢) En déduire qu'une fonction a variation bornée n’a qu'un ensemble au plus dénombrable de
points de discontinuité.

b
4) a) Si f est de classe C'', montrer que |li|m0V(f, o) = / |f'(x)] de.

b) Si f est continue, montrer que imOV(f, o) = Viay(f)-

|o|
(Question difficile : prendre une subdivision (de longueur 72) qui permet d’approcher Vi, (f)
& /2 pres, puis utiliser la continuité uniforme de f pour €/(4(n + 1)).)

b
¢) Montrer que si f est de classe C*, alors Vi, (f) = /a |f/(z)| da.

Ezercice 1 : Calculer la variation totale de f(x) = 2*/3 — 42* + 15x. (Sans utiliser la formule du

4)c).)

Exercice 2 : Trouver f telle que li‘m V(f, o) ne vaut pas Via5(f).
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