Agrégation de Mathématiques, Université de Nice Sophia-Antipolis,
Deux Développements, Année 2007-2008
D1a) Inégalité de Carlemann. D1b) Utilisation des séries pour étudier des suites.

Dvlpt Dla (Inégalité de Carlemann)
Préliminaire : Rappeler ce qu’est la transformation d’Abel.

Soit u,, > 0 telle que > u,, converge. On pose v, = (uy - - ~un)1/”

n
a) On pose w, = Y _ pu,.
p=1

En utilisant la moyenne arithmético-géométrique, montrer que

pour tout n > 1.

1/n
b) Montrer que (n + 1) (—'> < e pour tout n > 1. (On pourra remarquer que cela revient a
n!

étudier le signe de s, = > Inp —n(ln(n + 1) — 1)).

p=1
N 1 1
¢) Faire une transformation d’Abel sur le terme Y w, (— — )
=1 n n+1
+o0 +0o0
d) Conclure que > v, converge et que Z v, < e Z Uy
n=1 n=1

Dvlpt D1b (Utilisation des séries : Stirling via Wallis et Equivalent de suite)

w/2
1) Soit I, = / sin” x dx pour n € N.
0
a) Montrer que (n+ 1)1, = (n+ 2)I,,2 pour tout n € N.

(2n)! w 22" (nl)?
b) Montrer que I, = Pl 2 et que Ippiq = Cnt 1)
n!
c) Soient v nre~"\/n ° i € ° St omtrer que u nﬂOJroo (n2)

\/EUQn

(Vn)? ’

d) En déduire que la suite (v,,) converge. On note o la limite. En considérant la limite de

trouver o et en déduire la formule de Stirling : n! ~ (ﬂ)n 2mn.

n——+oo \ €
2) Soit ug €]0,7/2] et (u,) définie par u,1 = sinu, pour n > 0.
a) Montrer que u,, €]0,7/2] pour tout n € N et que u, 2.0

— 400
1 1 e
b) Soit & > 0. Montrer que —— — — ~ o
Up41 u% n—teo 6
1 /3
¢) En déduire que u, ety \/; :

Remarque : En poussant le développement a des ordres plus élevés, on obtient un développement
asymptotique de u,, :

1 1 1 2 3 3v3l |
Montrer que —— — — — =~ %, et en déduire que u,, = |/ — — —\/_ nn 4+ o nn .
Vn 10 ny/n  n—teo \ny/n

upy  u 3n—too1b
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