PREPARATION A L’AGREGATION DE MATHEMATIQUES

ANNEE 2007-2008
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Développement : Calcul de / e"* dx par plusieurs méthodes.
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QUESTION PRELIMINAIRE : Montrer que [ = / e~ ¥ dx est une intégrale convergente et que

+oo 5 -
I = 2/ e " dx.
0

1. COORDONNEES POLAIRES ET THEOREME DE FUBINI. [G, P.329]

1.1. Soit a > 0, en utilisant les coordonnées polaires et le théoréme de Fubini, calculer I, =
// e~ @) dady ot D, = {(z,y) € R? 2% + ¢y* < a?}.
D,

1.2. En considérant I, = // e*(IQerQ)dxdy ott Cy = [—a,a)?, en déduire la valeur de I.
c
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2. EN UTILISANT LES INTEGRALES DE WALLIS. [G, P.163]
/2 -
On rappelle que U'intégrale de Wallis W,, = / sin” x dx vérifie W,, ~ 4/ o quand n — +o0.
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2.1. Soit n € N*. Montrer que <1 — ) < et < (1 + > pour tout t € [0, /n].
n n

2.2. Conclure.

3. EN UTILISANT UNE INTEGRALE A PARAMETRES. [G, P.163]

L o= (t*+1)a” x )
On étudie la fonction g(z) = / Wdt définie sur RT. On pose f(z) = / e du.
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3.1. Montrer que g est dérivable sur R™ et calculer ¢’ en fonction de f et f’.
3.2. Calculer la limite de g quand z — +00, en déduire celle de f et conclure.

4. EN UTILISANT UNE AUTRE INTEGRALE A PARAMETRES. [L, EX. 10.10]

+oo e—tzx
On étudie la fonction h(z) = / mdt définie sur RT.
0
4.1. Montrer que h est dérivable sur R et calculer h'.

4.2. Montrer que liT h(z) = 0 et calculer h(0).

4.3. Montrer que h'(z) = h(z) Résoudre cette équation par méthode de variation de la

I
2\/x’
constante.
4.4. Conclure.

Développement : Intégrale de Fresnel.
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QUESTION PRELIMINAIRE : Montrer que J = / e dx est une intégrale convergente.
0

5. COORDONNEES POLAIRES ET THEOREME DE FUBINI [G., P. 336]
t
On pose f(t) = / ™" dz. On étudie la fonction F(t) = // ei(‘”2+7=’2)dxdy définie sur R et on
0 0,)2
LT [0,2]
note G(T) = — / P(t)dt.
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5.1. Montrer, en passant en coordonnées polaires, que F(t) = 1 —1 / exp iizg df. Exprimer
o oS

également F'(t) a laide de f.
5.2. En déduire deux expressions de la limite de G(T") quand T" — +o0.
5.3. Conclure.



6. PAR LE THEOREME DES RESIDUS [T., P. 135]

Appliquer le théoreme des résidus a la fonction f(z) = ¢ sur le lacet vgr suivant. En déduire la

valeur de J.

N R

7. A L’AIDE D'UNE INTEGRALE A PARAMETRES [L., EX 10.13]

. +OO
On pose h(z) = emiv” / et dt.
0
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7.1. Calculer / h(z)dx & I’aide du changement de variable ¢ = uz, puis du théoréme de Fubini.
0
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7.2. En déduire que Xlir_r&w ; h(z)dz = /0 mdu.
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7.3. Calculer / ;du et conclure.
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8. INDICATIONS

EXERCICE 1 :

1.2. Utiliser D, Cc C, C D\/Ea et passer a la limite a — +o0.
EXERCICE 2:

2.1. Utiliser la concavité du logarithme.

2.2. Faire les changements de variable ¢t = \/ncosx et t = y/n cotan .
EXERCICE 3 :

3.2. Montrer I'inégalité 0 < g(x) <
EXERCICE 4 :

4.4. La méthode de variation de la constante et le changement de variable ¢t = u? ameénent &

s Ve 2
h(z) = —e® — Ie“"/ e " du.
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EXERCICE 5 :

5.1. Par symétrie, se ramener au demi-carré {(r,0) € R x [0,27], 0 < 6 < %, 0<r< 9}.

5.2. Utiliser la moyenne de Césaro dans un cas et le théoreme de Fubini avec le cha%(zgsement de
variable ¢t = u cos § dans 'autre.

5.3. Pour montrer que Im(.J) > 0, faire le changement de variable u = 2% et découper l'intégrale sur
des intervalles appropriés.

e et utiliser que g(z) = % — f2(2).
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EXERCICE 6 : Montrer que pour z € [0,7/2], —z < sinz < z. On en déduira que
™

w/4 ) )
/ |iRe“96:vp(—iR262w)| do < 1 —exp(—R?)).
0
EXERCICE 7 :
X e X2
7.1. On trouve que / h(z)dx :/ —_— (1 — e~ HuDX )du.
0 o 20+ u?)
7.3. Multiplier par la quantité conjuguée et faire une décomposition en éléments simples, en observant
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1 .
que u' +1 = (u* — vV2u + 1)(u® + vV2u + 1). On trouve /0 ) u2)du = ge_”/‘*,
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