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Développement: I’exponentielle réalise un homéomorphisme de
S(E) sur STT(E)

Soit (E,(+,-)) un espace vectoriel euclidien de dimension finie n > 1. On note
S(E) I'ensemble des endomorphisme symétriques sur E et ST (E) I'ensemble des
endomorphismes définis positifs sur F.

1. CONTINUITE
On note ici
exp: L(E) — L(E)

w = Yo
Pour N € N, on définit f : L(E) — L(E) par fy(u) := E;V:o% pour tout
u € L(E).
1. Montrez que fy converge uniformément vers exp sur tout compact. En déduire
que exp€ C°(L(E),L(E)).

2. SURJECTIVITE

2. Montrez que exp(S(F)) C STT(E).
3. Montrez que exp(S(F)) = STT(E).
Dorénavant, on notera exp:S(F) — ST (E).

3. INJECTIVITE
Soient v € STH(E) et u € S(E) tels que exp(u) = v. Soit A > 0 une valeur
propre de v et soit Ey(v) := Ker (v — A dg) Pespace propre associé.
4. Montrez que uv = vu.
5. Montrez que u(Ex(v)) C Ex(v).
6. Montrez que u|g, (vy = (InA)Id|g, (v)-
7. En déduire que exp: S(E) — STT(E) est injectif.

4. HOMEOMORPHISME
Soit une suite (vg)ken € (ST (E))N et soit v € STH(E) tels que limy,_, 4 o v = v.
Soit ug := exp~t(vy) € S(E) pour tout k € N et u := exp~1(v) € S(E). On va
montrer que (uy) converge vers u.
On définit la norme

,_ [u(z)]]
ulll =
zeE\{0} |||
pour u € S(E), et ot || -|| est la norme associée au produit scalaire. Pour u € S(E),

on pose
p(u) := max{|A|/ A valeur propre de u}.

8. Montrez que |||u]|| = p(u) pour tout u € S(E).
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Soit (A )ren € RY telle que pour tout k € N, A\ est valeur propre de u.

9. Montrez que pour tout k € N, e est valeur propre de vy.

10. Déduire des deux questions précédente et de limg_, 4o Vg = v que (Ag)gren est
majorée.

11. Déduire de 9. et de limy_. o v = v avec v € STT(E) que (A )ren est minorée.
Indication: on pourra raisonner par l’absurde.

12. Déduisez de 8., 10. et 11. que la suite (ug)gen est bornée.

13. Soit v’ € S(F) une valeur d’adhérence de (ug). En utilisant l'injectivité,
montrez que v’ = u.

14. Déduire des deux questions précédentes que limg_, 4o ux = u.
15. Montrez que exp: S(F) — ST (E) est un homéomorphisme.

Remarque: dans le cas des endomorphismes hermitiens, la démonstration est
identique (les valeurs propres sont réelles).



