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Transformation d’Abel, Produit de séries.

Exercice 1 (Théorème d’Abel)

Montrer que si un = anvn où an décroit vers 0 et vn complexes tels que les sommes partielles
de
∑

vn soient bornées, alors
∑

un converge. (Indication : quel est le nom du théorème ?)

Exercice 2 (Produit de séries)

On définit le produit de convolution de deux séries
∑

un et
∑

vn par wn =
n
∑

k=0

ukvn−k.

1) Question de cours : Montrer que si
∑

un et
∑

vn sont absolument convergentes alors
∑

wn est

absolument convergente et
+∞
∑

n=0

wn =

(

+∞
∑

n=0

un

)(

+∞
∑

n=0

vn

)

. (Indication : notant les sommes partielles

avec des lettres majuscules, comparer Wn, Un · Vn et W2n.)

2) Donner un exemple où
∑

un et
∑

vn sont convergentes, mais pas
∑

wn.

3) Théorème de Cauchy-Mertens : Montrer que si
∑

un CVA et
∑

vn CV, alors
∑

wn converge

et
+∞
∑

n=0

wn =

(

+∞
∑

n=0

un

)(

+∞
∑

n=0

vn

)

. (Indication : Commencer par
∑

+∞

n=0 vn = 0 et montrer que Wn =
∑n

k=0 ukVn−k.)

Exercice 3 (Théorème d’Abel non tangentiel)

Soit
∑

anz
n une série entière telle que S =

+∞
∑

n=0

an converge. Pour α ∈ [0, π/2[, on pose

Dα = {|z| < 1 ; z = 1 − ρeiθ, θ ∈ [−α, α], ρ ∈]0, cos α]}.

1) Dessiner Dα. Préciser pourquoi est-ce que le rayon de convergence R de
∑

anz
n satisfait

R ≥ 1 ?

2) Montrer que f(z) − S = (z − 1)
+∞
∑

n=0

Rnzn où Rn =
+∞
∑

k=n+1

ak. (Indication : quel est le nom

du théorème ?)

3) Montrer que pour z ∈ Dα, on a l’inégalité
|z − 1|

1 − |z|
≤

2

cos α
.

4) En déduire que lim
z→1, z∈Dα

f(z) =
+∞
∑

n=0

an.

Exercice 4 (Théorème d’Abel et produit de séries)

1) Quel est le cas particulier de l’exercice 3 pour les séries entières réelles ? (Lire la démonstration.)

2) Avec les notations de l’exercice 2, on pose f(x) =
+∞
∑

n=0

unx
n, g(x) =

+∞
∑

n=0

vnxn et h(x) =

+∞
∑

n=0

wnxn. Montrer que f(x)g(x) = h(x) pour tout x ∈]0, 1[.

3) En utilisant le 1), montrer que si
∑

un,
∑

vn et
∑

wn convergent, alors
+∞
∑

n=0

wn =

(

+∞
∑

n=0

un

)(

+∞
∑

n=0

vn

)

.
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