THEOREME D’INVERSION LOCALE ET APPLICATIONS

FREDERIC ROBERT

1. LE THEOREME D’INVERSION LOCALE (TIL)

1. Position du probléme. Soit f € C'(R,R). Quand peut-on dire qu’elle est
bijective? Si on sait que f’ > 0, alors f est strictemtn croissante et réalise une
bijection de R vers son image. De méme, si f/ < 0, f est strictement décroissante
et réalise une bijection de R sur son image. La fonction f’ étant continue, on a
donc pu conclure dans le cas f'(x) # 0 pour tout « € R. Prenons le point de vue
de la différentiabilité: la différentielle de f au point x est I’application

dfz : R — R
h — f'(z)h

et du coup, f/(z) # 0 ssi df, est un isomorphisme. Ce résultat se généralise aux
fonctions sur des espaces de Banach.

2. Notion de C*—difféomorphisme.

Définition 1. Soit k € N* U {oo}. Soient E et F deux evn et soient U, W deux
ouverts non-vides respectivement de E et F. Soit f: U — W. On dit que f est un
CF—diffécomorphisme si f est bijective et que f et f~1 sont C*.

3. Enoncé du Théoréme

Théoreme 1. Soient E et F' deux espaces de Banach et soit U un ouvert non-vide
de E. Soit f € C1(U, F). On suppose qu’il existe xg € U tel que df,, : E — F est
un isomorphisme continu de réciproque continue. Alors il existe V.C U un ouvert
tel que xg € V, il existe W C F tel que f(xg) € W tels que

(i) f(V)=W

(ii) f:V — W est un C'—difféomorphisme.

4. Enoncé en dimension finie

Théoréme 2. Soit n € N* et soit U un ouvert non vide de R™. Soit f € C'(U,R™).
On suppose qu’il existe xg € U tel que

det (af(xo)) # 0.
81']' je{1,...,n}

Alors il existe V C U un ouvert tel que xg € V, il existe W C F tel que f(xg) € W
tels que

(i) f(V)=W
(ii) f:V — W est un C'—difféomorphisme.
1
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5. Définition. Dans I’énoncé précédent, la quantité det(g%(mo)) est appelé le
Jacobien de f, et est notée Jac(f)s,-

6. Quelques exemples d’utilisation sur R?

a. Soit
f: R - R?
(r,y) — (z+yzy)
Quand peut-on I'inverser (cad la rendre bijective) localement? On a f € C1(R? R?)
car ses coordonnées le sont (elle est méme C'*°). Déterminons le Jacobien en un
point (z,y):

1 1
Ja‘c(f)(z,y) = y oz

Soit donc un point (xg,y0) € R? tel que xg # yo. Donc Jac(f)(zo,yo) # 0, donc,
d’aprés le théoreme, il existe VW deux ouverts de R™ tels que (zg,y0) € V,
f(xo,y0) € W et tels que f: V — W est un C!—difféomorphisme.

Ce résultat est local: c’est-a-dire que f n’est pas une bijection sur R? tout entier.
En effet, on a par exemple f(1,2) = f(2,1), donc f n’est pas bijective. Le théoreme
dit que, en revanche, si on se place pres de (1,2) (un point pour lequel z # y), alors
on récupere de la bijectivite car Pautre point (2, 1) est loin

:x—y

Pour cet exemple bien particulier, on peut méme déterminer f= : W — V car f
est une fonction assez simple.
En revanche, en un point (zg,yo) tel que ¢ = yp, on n’obtiendra jamais de bijec-
tivité de f: par exemple, au point (1,1), on a f(1 —€,1+€) = f(1+¢€,1—¢€) pour
tout € # 0. Donc, méme en étant tres proche de (1, 1), on n’aura jamais U'injectivité.
b. Soit

f: R = R?

(r,0) +— (rcosf,rsind)

La fonction f est bien définie et C1 (et méme C°°). Son jacobien est

cosf) —rsinf
sinf rcosf

Jac(f) (r,0) —

Du coup, pour tout 79 # 0 et tout #y € R, il existe V, W ouverts de R? tel que
(r0,00) € V et f(ro,00) € W tels que f: V — W est un C!— difféomorphisme. On
retrouve la un résultat bien connu: lorsque vous cherchez a passer des coordonnées
polaires aux coordonnées cartésiennes, vous avez un probléme & origine (r = 0)
et il n’y a pas de détermination unique de I'angle 6, sauf si on se restreint a un
intervalle de longueur 2.

6. Un exemple d’utilisation sur les matrices

Soit n € N*. On se donne une matrice B € M, (R). Existe-t’il une matrice
A € M,(R) telle que B = A+ Tr(A)I, + A% + A3?
Ce probleme n’est pas facile: essayez avec n = 1! En utilisant le TIL, on va montrer
que le probleme peut étre résolu pour des B “petits” (petit sera a définir).
Soit

f+ Mn(R) — M, (R)
A — A+ Tr(A)I, + A% + A3

La fonction f est bien définie et C! car ses coordonnées sont des polynomes en les
coefficients de A (elle est méme C*°). Montrons qu’elle est localement bijective au
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voisionage de 0. Plutot que de calculer le jacobien, déterminons la différentielle
en 0. Les normes étant toutes équivalentes en dimension finie, on choisit la norme
| M| = max; ; |M;;| pour M € M,(R). Soit H € M,,(R): on a

f(H) - f(0)=H+Tr(H)I, + H>+ H?

On pose alors L(H) = H + Tr(H)I,, ©(H) = LH i H # 0 et ©(0) = 0. Du
coup, on a

f(H) = f(0)+ L(H) + || H||©(H)
Montrons que L = dfy. Clairement, L : M, (R) — M, (R) est linéaire, donc continue
car on est en dimension finie. Pour 4,5 € {1,...,n} et H € M, (R), on a

D oney HiHyg + 300y Hip Hy Hyg
[H ||
n||H|” +n?|H|®
| H|

©(H)iy| =

< nl[H|| +n?||H]|?,

cette inégalité étant valable aussi lorsque H = 0. Ainsi,
IOH)|| < nllH]| +n*| H]?

pour tout H et donc limgy_,g O(H) = 0. Donc dfy(H) = L(H) = H+ Tr(H)I,.

Pour appliquer le théoréeme d’inversion locale, montrons que df, est bijective. Soit
H € Ker L. On a L(H) = 0, donc H = —Tr(H)I,, donc il existe & € R tel
que H = al,. Du coup, al, = —Tr(al,)l,, puis (n + 1)al, = 0, cad « = 0
et donc H = 0. Donc Ker L = {0}. Donc L est injective, puis bijective car
L: M,(R) - M,(R) est un endomorphisme en dimension finie. Puis son inverse
est une application linéaire, donc continue (on est en dimension finie). On peut
appliquer le théoreme d’inversion locale:

Il existe V,W ouverts de M, (R) tels que 0 € V et 0 = f(0) € W et tels que
f:V — W est un C!'—difféomorphisme. En particlulier, soit ¢ > 0 tel que
B(0,e0) C W: pour B € B(0,¢p), ona B € W et on pose A= f~1(B). On a donc
montré le résultat suivant:

VB € B(0,¢y),3A € V telle que B = A+ Tr(A)I, + A> + A3

De plus, les coefficients de A varient de facon C! par rapport aux coefficients de B.
On a donc résolu notre probleme initial pour des B petits.

On touche la une des utilisations tres fréquentes du TIL en math: quand on n’arrive
pas & résoudre un probléme, on se rameéne & un probléme plus simple (avec des
applications linéaires!) en appliquant le TIL. On dit qu’on a linéarisé le probleme.

7. Une remarque sur les énoncés. Soit £ € NU {co}. On suppose que dans
I’énoncé du TIL, f est C*. Alors, dans la conclusion, on obtient que f est un
C*—difféomorphisme de V vers W.

Remarque: des exemples en dimension infinie viendront dans la partie suivante
et en TD.
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2. THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES (TFI)

1. Position du probléme. Soit f : R? — R une fonction. On consideére I'ensemble
D = {(z,y) € R?/ f(z,y) = 0} et on cherche & paramétrer cet ensemble, par
exemple en exprimant y en fonction de x: cad on cherche une fonction ¢ telle que
(z,y) € D& f(x,y) =0 < y = ¢(x). Pour avoir une idée des problemes posés,
étudions quelques exemples:

a. le cercle. Soit f(z,y) =22 +y?>—1. Onaa? +y? = 1 ssiy = V1 — a2
ouy = —v1—1x2 (et bien entendu |z| < 1). On a donc deux possibilités pour
paramétrer: laquelle choisir? Si on impose y > 0, la question est réglée car dans ce
cas, la seule possibilité est y = /1 — z2.

b. un lacet. On pose f(z,y) = 2% + y3 — 32y et on considere D := {(z,y) €
R2/ 23 +y® — 3wy = 0}.

Comment caractériser les points qui posent probleme? On remarque qu’au point

) . d

B, on a 8—£(B) = 3(y? — ) = 0, mais on a a—i(B)r: 3(x2 —y) = 3(2%/3 = 21/3) =
3.21/3 £ 0. En revanche, au point C, %(C’) = %(C’) = 0. C’est en fait la que
réside la substance du théoreme des fonctions implicites: en résumé, si 9, f # 0, on
va pouvoir exprimer y en fonction de z, et si d, f # 0, on va pouvoir exprimer x en

fonction de y. En revanche, dans les autres cas, on ne pourra rien dire.

2. Le TFI en dimension finie.

a. Par commodité, pour tout fonction f — f(z,y) avec (z,y) € R™ x RP, on écrira
fx1, s Tn, Y1,y -0, Yp) avee x4, y; € R pour tout ¢, 5.

b. Enoncé

Théoréme 3. Soient n,p € N* et soient U C R™ et V. C RP deux ouverts. Soit
f:UxV CR*xRP — RP une fonction C* et soit (xo,y0) € U x V tel que

f(xo0,y0) =0 et
0
det (af(a:o,yo)> # 0.
Yj j€{1,...,p}

Alors il existe Uy C U et Vo CV deux ouverts tels que xg € Uy, yo € Vo et il existe
o € CY(Uy, Vo) tels que

V(z,y) € Uo x Vo, {f(z,y) =0 &y =p(z)}
En particulier, o(xo) = yo et f(x,p(x)) =0 pour tout x € Up.

c. Qu’est-ce que le déterminant du théoreme? C’est simplement le Jacobien
de ’application

f Vo o— RP

y — [flzo,y)

Cela revient donc a écrire la matrice des dérivées de f seulement selon les y;.
d. Une astuce pour se rappeler hypothése du théoréme. Soient a,b,c € R
et soit f(z,y) = ax + by + ¢. Lorsque f(x,y) = 0, on souhaite exprimer y en
fonction de z: f(x,y) =0ssiy = —%“'C, et ceci a un sens a condition que b # 0.
Orb= g—g. Du coup, on exprimer y en fonction de = des que % #0.

Pour f:R? — R2, on exprime y, z en fonction de z des que det(d, f, D f) # 0, etc.
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3. Retour a l’exemple initial on reprend la fonction f(z,y) = 23 + y> — 3xy.
Elle est C!. Le théoréme se reformule ainsi: soit (zo,y0) € R? tel que f(xg,%0) =0
et g—i(xo,yo) # 0. Alors il existe Uy, Vy ouverts de R tels que zg € Uy, yo € Vo, il
existe ¢ : Uy — V) tels que

V(z,y) € Uy x Vo, 2* +y° — 3oy = 0 & y = p(a).

Quels sont les points qui conviennent? Les points qui ne conviennent pas sont les
(z,y) tels que

{ 8{“((33:;2)::00 } - { m3+i”2—:3§y=0 }@{ y3(y;2—:23:=0 }

Jy
= = 1/3
N {y 002uy 2 }
Yy =x

On récupere donc deux points: (0,0) et (22/3,2'/3), cad les points C et B vus plus
haut. On retrouve bien le resultat qu’on avait pressenti sur le dessin.
Et pour exprimer x en fonction de y? Il suffit d’échanger les variables dans le

théoreme. Soit (2o, y0) € R? tel que f(zo,y0) = 0 et 2L (z0,y0) # 0. Alors il existe
Up, Vi ouverts de R tels que zg € Uy, yg € Vo, il existe ¢ : Uy — Vj tels que

Y(z,y) € Uy x Vo, x3+y3—3xy:O<:>x:1/z(y).

Un calcul similaire au précédent montre que f(xo,yo) = 0 et %(zo,yo) = 0 ssi
(z0,%0) = (0,0) ou (z0,y0) = (2'/3,22/3). Donc en dehors de ces deux points, on
peut exprimer x en fonction de y.

Du coup, on a pu paramétrer partout sauf en (0,0): on peut aussi voir le point
(0,0) comme 'unique point “non lisse” sur la courbe.

4. Que peut-on dire sur la fonction implicite? Le TFI est essentiellement un
résultat théorique: il donne l'existence de ¢, mais pas son expression (c’est pour
cela qu'on dit “implicite”). Mais on peut avoir beaucoup d’informations quand
méme: reprenons les notations du théoréme. On a f(z, ¢(x)) = 0 pour tout = € U.
Dérivons par rapport a la variable x;:

0= %ﬁ@))) = gi (z,0(x)) +; gi(x,w(x)) X gij ()

et du coup, en prenant x = x(, comme on a ¢(xg) = Yo, on obtient

0 =~ 0 0
0= 8;: (w0, 50) + D i(mo,yo) X c‘;;ij (o)

et en fait, la condition du théoreéme sur le déterminant non nul assure qu’on peut
calculer explicitement %(wo). On va voir cela sur des exemples.

5. Exemples en dimension finie.

a. Soit C' € R et soit D = {(z,y) € R?/2* — 52® + 6y> = C}. Déterminez C afin
que (2,1) € D. Montrez qu’au voisinage de (2, 1), on peut exprimer y = ¢(x) avec
¢ dérivable. Calculez ¢'(2).
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Résolution: On pose f(z,y) = z* — 52% + 6y — C pour (z,y) € R2. On veut
f(2,1) =0, cad C = —18. On a f € C(R?), donc elle est C'. Pour appliquer le
TFL il faut §£(2,1) # 0. le calcul donne

of

Ay
Donc il existe I, J deux ouverts de R (on peut supposer que ce sont des intervalles)
tels que 2 € I, 1 € J et il existe ¢ € C1(I,J) telle que pour tout (x,y) € I x J, on
a f(z,y) =0ssiy = p(zx).
Du coup, on a ¢(2) =1 et f(z,¢(x)) = 0 pour tout = € I, I intervalle. Dérivons
par rapport & = (tout le monde est dérivable): on obtient

O(f(z, () _0f

0= — or = 6?(7;790(37)) + 410/(37) X %(xv(tp(x)) ()

En prenant z = 2, on a ¢(2) =1 et du coup
95 (2,1) 28 14

/
'(2) = - =-==-_
52,1 62 31

(2,1) = (—102® + 18y?)|(2,1) = —62 # 0

En redérivant () (apreés justification), on peut trouver ¢”(2), etc. Du coup, on
peut trouver un DL de ¢ a tout ordre.

b. Soit
R3 — R?
(r,y,2) +— (vy+e ¥* + 222 2% +sin((z — 2)y))
On a f € C®(R?R?), et donc C'. On a f(2,0,1) = (5,1) et on pose D =
{(z,y,2)/ f(z,y,2z) = (5,1)}. Pour des points proches de (2,0,1), on va paramétrer
y et z en fonction de x

of of x— ze Y* —ye V¥ + a2 1 4
gl = =140
det (3y7 3z) (2,0,1) (x —y) cos((x — 2)y) 322 1 3 7

Donc il existe Uy ouvert de R, il existe V ouvert de R? tels que 0 € Uy et (1,0) € Vp,
il existe p € C1(Uy, Vp) telle que
Vo € UOv (y,Z) € VOv {f(l',y,Z) = (33 ]-) < (y,z) = (p(x)}

Pour plus de commodité, on va écrire ¢ = (p1,p2) avec 1,02 € C1(Up,R). En
particulier, on a ¢(2) = (0, 1) et donc ¢1(2) = 0 et p2(2) = 1. Calculons les dérivées
de 1 et paen 2. On a0 = f(z,p(x)) = f(x,1(x), p2(x)), et du coup

Tp1 + e ¥P1¥2 -+ x2s02 = 3 }

3 4 o _ _
@3 +sin((z — @2)p1) =1

(2,0,1) = ‘

Dérivons:
{ P1+ 20 — (Pipa + Prh)e P12 + 2wy + 220h = 0 }
30hps + (1 — wh)e1 + (z — p2)p)) cos((x — p2)@1) =0
en x = 2, comme ¢1(2) =0 et p2(2) =1, on obtient
Prrdtdph =01 [ ¢1(2)=12
P1+3p5 =0 ©5(2) = —4
6. Le TFI en dimension infinie.

a. Norme sur un produit d’evn.
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Proposition-Définition 1. Soient (E,Ng) et (F,Ng) deuz evn. Pour (z,y) €
E x F, on définit Ngxp(z,y) = Ng(x) + Np(y). Alors Ngxp est une norme sur
E x F.

La preuve de cette proposition est laissée en exercice.

b. Enoncé du Théoréeme.

Théoréme 4. Soient E, F,G trois espaces de Banach. On munit le produit E X F'
de la norme du a. Soient U C E et V C F deux ouverts: alors U XV est un ouvert
de E x F. Soit f : U xV — G une fonction C' et soit (zo,y0) € U x V tel que
f(zo,y0) = 0. On définit
L: F — G
Y = dAf a0 (0,y)
et on suppose que L : F' — G est un isomorphisme continu de réciproque continue.

Alors il existe Uy C U et Vo CV deux ouverts tels que xg € Uy, yo € Vo et il existe
o € CY(Uy, Vo) tels que

V(z,y) € Up x Vo, {f(z,y) =0y =p(x)}
En particulier, p(xo) = yo et f(z,o(x)) =0 pour tout x € Uy.

c. Remarque. Le théoréme ci-dessus implique le théoréme vu en dimension finie.
En effet, avec £ = R", F = RP et G = RP et n’importe quelle norme sur ces
espaces, la matrice de L dans la base canonique est

Mat() = (5 o))

Ainsi, L est un isomorphisme ssi le déterminant ci-dessous est non nul. Comme les
applications linéaires sont continues en dimension finie, on retrouve exactement la
condition du théoreéme en dimension finie.

Jj=1,...p

d. Indication sur la preuve. On se ramene au TIL en introduisant la fonction
®(z,y) = (z, f(x,y)). On montre que ® est C! et que sa différentielle en (o, yo)
est bijective de bijection continue. Puis on montre (avec quelques précautions) que
o(z) =m0 @ L(x,0) olt mg : U x V — V est définie par ma(z,y) = y.
7. Preuve du théoréme. Soit

®: UxV — ExG

(z,y) — (2 f(z,y))

On munit F x G de la norme définie au 6.a.. Montrons que ® est différentiable en
(zo,Y0). Soit 7 > 0 tel que B((zo,y0),7) C U x V et soit (z,y) € E x F tel que
|l(z,y)|] < 7. Comme f est C!, il existe 6 : E x F — G tel que

f((@o,50) + (z,9)) = f(@0, y0) + dfzo e (x,y) + (| (2, 9)[|0(2, y)
avec lim, y_(0,0)#(z,y) = 0. Du coup, on peut écrire
®((2,y) + (zo,90)) — ®(z0,50) = (=, f((z0,y0) + (2,9)) — f(z0,90))
= (@, dfe.yo(z,y) + (2, 9)]10(2, y))
On pose alors O(z,y) = (0,0(x,y)) et L(z,y) = (z, dfzy 4 (2, y)). L’égalité précédente
se réecrit alors
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On montre alors que £ est linéaire continue et que lim, ,)_(0,0) ©(x,y) = 0 (ceci
est laissé en exercice). Donc @ est différentiable en (xg,y) et sa différentielle en
(I(),yo) est L.

De méme, en tout point (u,v) € U x V', on montre que ® est différentiable et que
d®y0)(2,y) = (2, df (u,0)(z,y)) pour (z,y) € E x F. Comme df est continue (car
f est C1), on montre que d® est continue (laissé en exercice), et donc ® est C*.

Montrons que £ = d® (4, ,,) est un isomorphisme. Comme on est en dimension

infinie, on ne peut pas se contenter de considérer le noyau. Soient (z,y) € E x F
et solent (z’,y’) € E x G. Alors

cmw=wy>@(memMF@ww@{gzmw:y}

x
df‘TO,yO 0 y _y dfwo,yo(‘r/70) }

x
Ly

\
- {1
© {5_2 @@%%wm»}

ol L est donnée dans I’énoncé du TFI. Du coup, L est bijective et

L7 y) = (2, LY — dfug .y (27,0)) V(' y) € E x G.

= dfq 0 (2, 0) }

Comme L, L™! et dfy, 4, sont continues, on obtient que £ est un isomorphisme
continu de réciproque continue. On applique donc le TIL en (xg,y0): il existe
Uy C E, Vi C Fet W7 C E X G trois ouverts tels que zg € Uy, yo € Vi et
®(x0,v0) = (20,0) € Wy et @ : Uy x Vi — Wy est un C'—difféomorphisme. On
pose alors

Uy := {x € U; tel que (x,0) € W1}
Alors Up est un ouvert (exercice). On définit la projection:
m: Uy xVi — W
(z,y) = 'y
et on pose

¢: Uy — Vi
T — mo® 1(z,0)

Cette application est bien définie et elle est C'' comme composée. Soit (z,y) €
Uy x Vi: on a alors

fl,y)=0e &(z,y) = (2,0) & (2,y) = '(2,0) © y =m0 '(,0)

(la derniere équivalence est laissée en exercice). Du coup, f(z,y) = 0 ssi y = p(z)
et le théoreme est démontré.

8. Exemple d’utilisation en dimension infinie
Soit f € CY(R) telle qu'il existe C' > 0 tel que

|f(x) = fy)l < Clez =yl et |f'(2) = f'(y)| < Clo — y|Vz,y € R.
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On s’intéresse au probleme suivant: pour A € R assez petit, existe-t’il une fonction
u € C%([0,1]) telle que

{ u’(t) = Af(ult
u(0) =u(l) =
Les théoremes usuels sur les équations différentielles ne fonctionnent pas dans ce

contexte. Pour A = 0, on sait qu’on a une solution unique: on va utiliser le TFI
pour montrer qu’il en existe pour A petit.

Soit

)) pour tout ¢ € [0,1]
0

E = {ue C*([0,1])/ u(0) = u(1) = 1}.
On munit F de la norme
lull == llulloo + [l lloo + [1u” [l
pour u € E. C’est bien une norme (exercice). On pose 'application
F: RxE — C%0,1])
(Au) = u = Af(u)

O, par définition, f(u) est la fonction f ou, qui est donc continue. Ici, on munit
C°([0,1]) de || - |l €t Rx de la norme produit vue au 6.a. N(\,u) = |\| + ||ul|.
Munis de ces normes, R, E et C°([0, 1]) sont bien des espaces de Banach (exercice).

Résoudre notre probléme revient & trouver u tel que F/(\, u) = 0, et ¢’est exactement
ce que donnera le TFI.

Etape 1: Différentiabilité de F. Soient (\o,uo), (A, u) € R x E.

F((Ao;uo) + (A, u)) = F(Xo,uo) = u” = (Ao + A)f (uo +u) + Ao f (uo)

=" — M(uo +u) — Xo(f(uo + u) — f(uo))

= u" — Mf(uo) — Aof'(uo)u — A(f(uo +u) — f(uo)) — Ao(f(uo +u) — f(uo) — uf'(uo))
Posons L(A,u) = u” — Af(ug) — Ao f (uo)u et

—A(f(uo +u) = fuo)) = Mo(f(uo +u) = f(uo) — uf’(uo))
N\ u)

O\ u) =

Etape 1.1: Montrons que lim(x u)—(0,0) O(A, u) = 0. Attention, 8(\, u) € C°([0,1]),
il faut donc prendre la norme infinie. Soit ¢ € [0, 1]

[ [=A(f (uo + ) = f(u0)) = Xo(f (o +u) = f(uo) — u(t)f'(uo))] (£)]
< A (uo(t) + u(t)) = f(uo ()] + [Aol - [f (uo(t) + w(t)) — f(uo(t)) — u(t) f(uo(t))]
< A O x fu®)] 4 Aol f (uo(t) + u(t)) — f(uo(t)) — u(t) ' (uo(t))]

Utilisons le théoreme des accroissements finis: pour tout ¢ € [0, 1], il existe c¢(t) €

10, 1] tel que £(uo(t) + u(t)) — F(uo(t) = ult)f'(uo() + c(t)u(t), et done
(

[ (uo(®) +u(t) = fuo(®)) —u(®)f (uo ()] = |ul®)] x [f (uo(t) + c(t)u(t)) — f'(uo(t))]
u(®)] x C x Je(t)] x [u(t)] < C x |u(t)]?

IN
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Par conséquent, on obtient

[ [=A(f (w0 +u) = f(u0)) = Xo(f (uo + ) — f(uo) — wf'(uo))] (2)]
< AN (uo(t) + u(t) — fuo()] + [Aol - [ f(uo(t) +u(t) — f(uo(t)) — ult)f (uo(t))]
<A X C x Ju(t)] + [Ao|C x [u(#)[®
<A X C X Jufloo + [Xo|C X [Jull%
<O x N(O\u)?+C x |Ao| x N(A,u)?
Ceci étant vrai pour tout ¢, on obtient alors

1000w oo < € x N(Au) +C x [Ao| x N(A,u)

et du coup,

lim  0(\u) =0.
(Au)—(0,0)

E’tape 1.2: montrons que L est linéaire continue. La linéarité est évidente. Pour la
continuité, soit ¢ € [0, 1]:
LA W)@ = [0 (t) = Mf(uo(t)) — Ao f' (uo(t))u(t)|
[ (&) + Al x [f (uo(0)] + [Aol X [ (uo(8))] x |u(t)]
[[ull + M > [ 4+ M x [ Xo] X [[u]|o
(L+ M+ M-|X]) - N\ u)

pour tout ¢. Du coup, [[L(A,u)|leoc < (1 4+ M + M - |Xo|) - N(A,u) et L est donc
continue.

VANVARN VAN

Ceci prouve que F est différentiable en tout point et que
dF()\muO)()\, w) =u" — Af(ug) — Xof (ug)uvV(\u) e R x E.
E’tape 2: Montrons qu’elle est C', cad que la différentielle est continue. Soient
()\0,160), ((/\17’11,1)7 ()\,’LL) eRx E.
(AF(ny un) = AF(xgu0)) N u) = =A(f(u1) = f(uo)) — (A f'(ur) = Ao f'(wo))u
= = A(f(u1) = f(uo)) = Mo (f'(ur) — f'(uo))u — (A1 = Xo) f'(u1)u
En procédant comme plus haut, on montre alors que
||(dF(A1,u1) - dF()\o,uo))()Hu)”OO
S IA-C - lua = ullso + Aol - € flua — ufloo X [|ttfloe + [A1 = Aof X M X [|ulo
<(CL+1|Mo]) - lur — ulloo + | A1 = Xo| X M) x N(A u)
et donc
AF N ur) = AFxgu0) [l < CA+[Ao]) - [Jur — ull + M[Ar = Ao

et donc,

lim dFs = dFoy .
(A1,u1)—(Xo,uo) (A1,u1) (Ao,uo0)

Donc la fonction F est CI.
En (0,0), on a dFg,0) (A, u) = u” pour (A\,u) € R x E. On pose

L: E — c0([0, 1))
u = dF,0)(0,u) =u"
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Etape 3: bijectivité de L. Soit f € C°([0,1]) et soit 6 E. Supposons que L(u) = f,
cad u” = f. Dans ce cas, il existe A € R tel que u/( fo z)dx + A, et donc il
existe B € R tel que

u(t):/ot (/Osf(a:)dx) ds+ At + BVt € [0,1]

or u(0) =u(1) =0, donc B =0 et fol (fy f(z)dx) ds+ A =0. Il vient donc que

[ ([ o) ([ ([ o) o

pour tout t € [0,1]. Soit 'application

T: C%0,1]) — E
f = T(f)
avec T'(f fo fo f(@)dx)ds —t (fo (fy f(z)da) ds) pour tout t € [0,1]. On

vérifie sans dlfﬁculte que T est linéaire et que T'o L = Idg et Lo T = Idco([o,1))-
E’tape 4: Continuité de L et L™'. On a

rol = | [ ([ ) s ([ ([ rww) )|
/01 (/Olf(x)ldx> ds+/01 (/01|f(x)|dx) ds < 2[|fll

et donc || T(f)llo < C||f]lco- De méme,

IT(f)’(;)I (@ s— | 1 ( | 1@ da:) s
/|f \dx+//|f )| da) ds < 2| flloc

et donc || T(f)|leo < C||flloo. Pour finir, |T(f)"||cc = ||f]|cc- Finalement,
IT(HIN < 51 lloo

et donc T est continue. Finalement, L est un isomorphisme bi-continu, et on peut
appliquer le TFI.

Donc il existe Uy C R et Vy C E ouverts tels que 0 € Uy et 0 € Vj et il existe
@ € CH(Uy, Vo) telle que

V(A u) € Uy x Vo, F(A\u) =0 u=p(N).

En particulier, pour A € Uy, on a F(\, ¢(\)) = 0. Comme 0 € Uy ouvert, il existe
€0 > 0 tel que | — eg,€e0[C Up. Donc, pour |A| < €y, on pose u = ¢(A), donc
F(\u) =0, cad

IN

IN

u’ = Af(u) et u(0) =u(1) = 0.
Du coup, on a résolu notre probleme pour A petit.



