UNIVERSITE DE NICE - SOPHIA ANTIPOLIS 2006-2007
PREPARATION AGREGATION - ANALYSE

PROBLEMES D’OPTIMISATION.

Ex. 1 1) On souhaite déterminer maxj (=1 J/(7,9), ot J(z,y) = 2* — 2v/3 +1 - 2y.

a) Montrer que le maximum de J sur le cercle est atteint en au moins un point (o, yo). Calculer
les différentielles de J et de (z,y) — ||(z,y)||> = 2% + y*. Justifier Pexistence d’un réel X tel que

0J oJ

— (o, = 2z, et — (o, = 2)\yo.

6x( 05 %0) 0 8y( 05 %0) Yo

Calculer zq et yo en fonction de .

b) En comparant J(zg,yo) avec J(xg, —Yo), justifier que A > 0. En utilisant la contrainte
|[(z0,y0)|| = 1 établir que A doit vérifier I'équation 1 = 35 + ﬁ. En étudiant A — 55 + ﬁ,
démontrer que A\ = 2 est I'unique solution positive de cette équation. Calculer alors (xg, o) et la
valeur de J correspondante. Que vaut max||(,y)=1J(z,y) 7 Que faudrait-il faire pour calculer

miny|z,y)=1 J/(z,y) ?

2) On souhaite déterminer max||(y,y..)=1 ° — 2y + z. Montrer que le maximum sur la sphere de
J(z,y,z) = 2% — 2y + z est atteint en au moins un point (xg, Yo, 20), et justifier I'existence d’un
réel A tel que

aJ aJ a0J

— (X0, Yo, 20) = 2z, —(xo, Yo, 20) = 2y, et — (0, Yo, 20) = 2A2g.

8:}5( 0+ Y0, 20) 0 8y( 0, Y0, 20) Yo 82( 0, Y0, 20) 0
Calculer yg et 2o en fonction de A, puis zy. Utiliser la contrainte ||(xo, yo, 20)|| = 1 pour déterminer

toutes les valeurs possibles de A\. En déduire max||(zy,»)=1 J (@, Y, 2) et minj gy 2)=1 J (2,9, 2).
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Ex. 2 : Inégalité de Minkowski. Soit n € N. On “oublie” que ||(z1, ...,xn)Hp = (Z \xi|p>
i=1
définit une norme sur R™ (ou C"), et on souhaite montrer 'inégalité triangulaire (inégalité de
Minkowski) : pour x = (x1,...,2,) et y = (Y1, ..., Yn),

M) e+ yll, < [l + Iyl

1) Vérifier que (M) est vraie lorsque = et y sont colinéaires.
2) On fixe a, > 0 et on envisage le probleme de maximisation sous contrainte

s=sup{lle-+ s ol = o 1l = o7}

Montrer que S est atteint en au moins un point (X,Y). Calculer les dérivées partielles de
T — HxHi en X, et justifier que les différentielles d(ny)qui et d(Xy)HyHZ sont linéairement
indépendantes. Appliquer alors le théoreme des extréma liés pour établir que X et Y sont
colinéaires. Conclure.

3) Autre preuve de (M). On fixe un vecteur y € R", o > 0 et on envisage le probleme

s=su{|lo+ ol Jlell; = o7}



Démontrer que S est atteint en au moins un point X. Appliquer le théoreme des extréma liés
pour déduire que X + y et X sont colinéaires. En déduire que S < (a + Hy’ |p)p , puis (M).

Ex. 3 : Convergence de la méthode du gradient a pas optimal

On souhaite résoudre le systeme linéaire Au = b carré de taille n, a matrice A symétrique
définie positive, par la méthode du gradient optimal, ot 1'on part de ug € R™ et l'on calcule

successivement :
[[wi]

wy = Auy, — b, Pk =77 Uk+1 = Uk — PrWk-
(Awk, wk)

On définit u = A7'b et E(u) = (A(u — 1), u — ).
1) Vérifier que E(uy) = (wk,A_lwk) et que w1 = wy — prAwy. En déduire que E(ugyq) =
(wk—pkAwk, A‘lwk—pkwk) = E(ugy1) = E(ug) —2px||we||*+p2 (Awk, wk), puis, avec la définition

de Pk, que || ||4
Wi
Blugn) = Blw) (1 " A, w) (Awg,w) )'

3) Soit 0 < Ay < ... < A, les valeurs propres de A. Pour w € R™ w # 0, montrer que
(Aw, w) < Af|w]? et (A7 'w, w) < ATH||w|[*. En déduire que

1 An

E(up1) < E(uy) (1 - m), avec K(A)= N

En déduire alors que

k
Huk—aHg\/%S\/Eg\uo) (1_K(1A)) — 0 quand &k — +oo.
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4) Meilleure estimation de la convergence (grace au Lemme de Kantorovitch)

a) Soit (a;)1<i<n positifs tels que Z ' ,a; = 1. On note p(t) = + = — W la fonction affine
1

telle que p(A;) = /\% et p(A\,) = /\n. En utilisant la convexité de Ta fonctlon t — 1 sur ]0, 400,

montrer que
Zi—:<zam (Zal z>

i=1
En notant y = )" | a;\;, vérifier alors que

(ZO‘Z )(Z ) <yely) =53 ()\1+)\ )g%_

b) En orthonormalisant A, en déduire que pour w # 0,

- |w]|[* R TN (K(A)—1>2
(A'w,w) (Aw,w) ~ (A1 + An)? A

) E(ug) E(uo) { K(A) —1\"
e =l S\/ /\lk S\/ A <K(A)+1> '
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Etablir alors que




