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TD: Interversion limite-intégrale

Exercice 1: Le but de cet exercice est de démontrer le théoreme de Schwarz
(qu'on n’utilisera donc pas dans cet exercice...) Soit Q un ouvert non vide de R?
et soit f € C%(Q). Soit (a,b) € Q. Montrez qu’il existe ey > 0 tel que pour tout
(z,y) € R?, (Jz —a| < € et |y — b| < €y) implique que (z,y) € Q. Calculez
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Exercice 2: Soit f € C°([0,1]). Déterminez lim,,;o+ oo nfol t" f(t) dt.

En déduire que

Exercice 3: On cherche a calculer fooo e~ dx. Pour z € R, on pose
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Montrez que F + G? = C'®. En déduire la valeur de [~ e da

Exercice 4: Pour A € R, on cherche & calculer F(\) = 0+°O et cos(At) dt. Mon-
trez que I est dérivable et que F'(\) = —3F(\) pour A € R. En déduire F()) en
utilisant 1’exercice précédent.

Exercice 5: On pose I'(z) = f0+°° t*~le=tdt. Montrez que I' est C™ sur son
ensemble de définition.

Exercice 6: Soit p € C°(R) telle que p > 0 et [ p(x)dx = 1. Pour n € N*, on
pose

pn(z) :=np (nz)
pour tout x € R. Soit f : R — R une fonction reglée bornée. On pose alors la
fonction

fu@)i= [ putif(o =t as

pour x € R.

a. Montrez que f, € C*(R).

b. Soit zyp € R tel que f est continue en xy. Montrez que lim, oo frn(x0) =
f(o).

c. On suppose que f est uniformément continue sur R. Montrez que (f,) con-
verge uniformément vers f quand n — +oo.

d. On suppose que f € C}(R). Montrez que (f,) converge vers f en norme C*
quand n — +o0.

Exercice 7: Soit f € L'(R). Montrez que lim,, ., [; f(z)sin(nz) dz = 0.



