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1 Résumé
Mon étoile : I’indécidabilité

La question initiale est de s’intéresser a la notion d’indécidabilité et en particulier a se
demander si certains indécidables le sont plus que d’autres

En particulier En cours, nous avions décidé —en cours— de nous intéresser d’une part aux
systémes d’équations polynomiales dont l’existence d’un nombre fini de solutions est indéci-
dable et d’autre part a la Conjecture de Goldbach (CG). Il semblait alors qu’en les comparant,
I'indécidabilité de ces deux problémes n’était pas de nature égale.

*Travail de Recherche Individualisé: invitation ludico-éducative a I’épanouissement des étudiants théoriciens
du cours de logique linéraire



2 Travail

2.1 Définitions

Pour clarifier dés le départ quelques notions, faisons quelques définitions. Celles-ci vous
seront déja familieres mais le fait de les écrire aide & la compréhension de auteur et du
lecteur.

2.1.1 Logique

Définition. Une théorie est un ensemble d’axiomes.

Définition. On dit qu’une proposition est décidable si elle est prouvablement vraie ou prou-
vablement fausse.

Définition. Un proposition est dite indécidable si elle n’est pas décidable.
Définition. Une théorie est consistante si on ne peut pas prouver fauxr dedans.

Définition. Une proposition p est indépendanite d’une théorie T si : « T est consistante »
implique « T + {p} et T + {—-p} sont consistantes »

2.1.2 Calculabilité

Je suppose que la notion de machine de Turing est connue et que le mot calculabilité évoque
de bon souvenirs (sinon voir [4]). On ne va considérer que des sous ensembles des naturels.

Définition. Un ensemble est récursif (ou calculable) s%l existe une machine de Turing qui
sait décider de 'appartenance d’un élément a cet ensemble.

Définition. Un ensemble est récursivement énumérable (ou semi-décidable) s’il existe une
machine de Turing dont l'ensemble de définition est cet ensemble.

Définition. Un systéme de programmation acceptable est la donnée d’une énumération infi-
niment redondante de toutes les machines de Turing et d’une machine universelle.

2.1.3 La hiérarchie arithmétique

La hiérarchie arithmétique est un treillis d’ensembles d’ensembles de plus en plus difficile-
ment calculables

Définition.

— A est Ag(=11y = %) ssi A est calculable
— A est ¥, ss’il existe une relation R calculable! telle que

rc A& E|y1Vy2 . Qyn, R(x,yl,yg, R ,yn)

Ot Q vaut 3 si n est impair et ¥V sinon
— A est 11, sl existe un relation R calculable telle que

v €A V... Qun, R(@, 41,92, Un)

Ot Q vaut 3 si n est pair et V sinon
- Aest A\, st Aest s, etll,

!dont Iensemble caractéristique est calculable



2.2 Conjecture de Goldbach

Je préfere énoncer cette conjecture de la facon équivalente suivante :

Enoncé en francais : Tout entier naturel plus grand que 'unité est la moyenne de deux
nombres premiers

: _ pt
Conjecture. Vn € N dp,q e P, n = 51

Statut de cette conjecture|7]
— Considérée comme vraie par une majorité de mathématiciens
— Un théoréme proche a déja été démontré.
— Veérifiee jusqu’a 10

2.2.1 Du point de vue logique

La fausseté de CG signifie qu’il existe un contre-exemple. Supposons que CG soit fausse,
alors elle est prouvablement fausse i.e. décidable car cela revient & dire qu’il existe un contre-
exemple. Une une machine de Turing énumérant toutes les possibilités finira par découvrir ce
contre-exemple.

Soit 7 une théorie non contradictoire contenant I'arithmétique. Si CG indécidable dans
7 donc CG n’est pas prouvablement fausse (il n’existe pas de contre-exemple) et donc elle
est « vraie » (mais non prouvable) au méme titre que dans la proposition vraie mais non
prouvable définie par Godel dans son théoréme d’incomplétude.

On peut en dire un peu plus si I’'on connait assez la théorie des modéles, le lecteur intéressé
se dirigera vers [5].

2.2.2 Du point de vue calculabilité

L’ensemble {n € N | Ip,q € P, p < 2n,q < 2n,n = p—;“q} des entiers vérifiant CG est
récursif. Mais ceci n’est pas trés intéressant. Cela signifie seulement qu’il existe un algorithme
qui vérifie qu'un entier n’est pas un contre-exemple.

Soit la relation R telle que mRn si et seulement si n vérifie CG oun > m. R est calculable
donc 'ensemble A = {m € N | Vn, R(n,m)} est dans II; dans la hiérarchie arithmétique.

2.3 L’équation diophantienne de Chaitin

Chaitin est connu pour son nombre Omega [2], le nombre de la sagesse et pour sa contri-
bution a la théorie algorithmique de 'information.
2.3.1 Complexité de Kolmogorov-Chaitin

Les programmes ainsi que les entrée seront désormais considérés comme étant des éléments

de {0,1}*

La complexité de Kolmogorov est une fonction exprimant la complexité de son entrée en
terme d’information. Pour une entrée z, elle est définie comme étant la taille, notée [p|, du
plus petit programme p affichant z.



Définition. Soit x une chaine de bits, K(x) = min,{|p|, p affiche x}

Evidemment, pour pouvoir parler de I'exécution d'un programme (machine de Turing)
il faut se placer dans un systéme acceptable de programmation. La machine universelle de
celui-ci sert & exécuter le programme.

Définition. Soit x une chaine de bits, K(xz) = min,{|p|, U(p) = =}

2.3.2 Omega de Chaitin

Q peut étre vu comme la probabilité d’arrét d’un programme quelconque d’un certain sys-
teme de programmation

Dans un systéme de programmation acceptable & la Chaitin on ne considére que des ma-
chines de Turing dont le domaine est préfixe?. La machine universelle U & donc un domaine
préfixe, notons le Dy (c’est 'ensemble des programmes qui s’arrétent)

Définition. Qy =3 277 <1

REMARQUE : Bien sir, la valeur de Q) dépend du systéme de programmation dans lequel
on se place

La séquence des bits d’un réel €2 est aléatoire dans le sens ou il existe un rang & partir
duquel chaque préfixe ne peut pas étre compressé par plus d’'une constante.

Je Vn, K(Qpp,) >n —c

De plus, une théorie cohérente 7 ne peut prédire qu’un nombre fini de bits de € et pour
tout & ne peut prouver K(x) > N a partir d’un certain rang N. Ce que Chaitin va en fait
utiliser est que le cardinal de I’ensemble propositions prouvables dans 7 de la forme « le nt™e
bit de 2 est 1 » est fini.

2.3.3 Equation diophantienne universelle

Chaitin et d’autres avant lui [1] ont réussi & exprimer une équation diophantienne ezpo-
nentielle universelle. C’est & dire qu’on arrive 4 trouver explicitement un systéme de program-
mation acceptable a base d’équations diophantiennes exponentielles.

REMARQUE : Il me semble qu’on avait parlé en cours d’équations diophantiennes nor-
males, mais je crois qu’il existe une méthode pour transformer une équation diophantienne
exponentielle en une équation diophantienne tout court

2.3.4 La démarche exacte de Chaitin

Chaitin [3] se place dans plusieurs systémes de programmations acceptables : les machines
a registres, le LiSP, les équations diophantiennes exponentielles.
— Ecrire un interpréteur de programme LISP dans un langage machine (machine 4 registre)
— Ecrire un programme en Lisp calculant un certain Q. Ce nombre n’est pas calculable,
mais un programme peut ['approzimer par en-dessous

2%si x est dans le domaine, aucun de ses préfixes ne le sont



— Arithmétiser le langage des machines & registres en une équation diophantienne expo-
nentielle 1.e construire une équation dont les solutions sont les entrées sur lesquelles la
machine universelle s’arréte

— Faire une pause café

— Ecrire un programme LISP qui sur l’entrée (n, k) calcule le n™¢ bit de I'approximation
de € aprés k étapes et s’arréte si ce bit vaut 1 ou boucle §’il vaut 0.

— Donner le programme précédent a manger a 'interpréteur en prenant soin de ’arithmé-
tiser lui aussi.

Construction finale A partir d'un rang k = N suffisamment grand, 'approximation de
sera correcte jusque n et pour tout k > N le programme s’arréte si et seulement si le n?*™¢ bit
de  vaut 1. Donc il existe une infinité d’équations diophantiennes, celles pour k£ > N assez
grand, donc le cardinal de I’ensemble solution est soit fini si le n**™¢ bit vaut 0, soit infini si
le n’®™m€ bit vaut 1.

REMARQUE : Bien sir, méme si les équations diophantiennes peuvent former un systéme de
programmation acceptable, il est inutilisable en pratique et la taille de l’équation diophantienne
universelle finalement obtenue est d’environ 900000 caractéres. A défaut de Uafficher dans ce
rapport, voild une équation diophantienne prise sur [8] dont les solutions strictement positives
sont les entiers premiers.

(k+2)(1 — (wz+h+7—q%—((gk+29+k+1)(h+7)+h—2)° )
4 p+qtz—e)id— (16(k:+1) (k:+2)(n+1)2—|—1—f2>

(
( (e +2) a+1)2—|—1—02)2—((a2—1)y2—|—1—x2)2
— (16r%y* (a2 1)+1—u)2
— ((a+u )) - )(n+4dy)2+1—($+cu)2)2—(n—|—l—|—v—y)2
((@®>-1)P+1-m2)2—(ai+k+1—1—1)
— (p+l(a—n—1)+b(2an + 2a — n? —2n—2)—m)2
(¢+y(a—p —1)+3(2ap+2a—p —2p—2) — a:)2
(z+pl a—1p —|—t(2ap P —1)—pm)2)

2.3.5 Equations diophantiennes

Le diziéeme probléme de Hilbert

Matijasevic et indépendamment Chudnovsky (alors agé de 17 ans) ont démontré qu’on
ne peut pas dire si une équation diophantienne admet une solution ou non en général. Un
des théorémes les plus forts stipule qu’un programme donnant les solutions d’une équation
diophantienne finira par se tromper. Un autre théoréme dit que les ensembles diophantiens,
dont les éléments constituent un début de solution pour une équations diophantiennes D
donnée, sont exactement les ensemble semi-décidables. Donc en fait, les ensembles diophantiens
sont & I’étage X1 dans la hiérarchie arithmétique.

Pour le probléme qui est de savoir si une équation diophantienne admet une infinité de
solution : & partir du fait précédent, on peut facilement voir que ce probléme est au moins
1. L’énoncé qui dit qu’une équation diophantienne posséde une infinité de solution peut se



mettre de la forme : Vn 3m > n, D(m) = 0. On peut certainement ramener ceci & dire qu'un
certain ensemble est Yo ou Ils.

2.4 Comparaison

Un énoncé au premier étage de la hiérarchie arithmétique X, (respectivement I11), est
forcément faux (respectivement vrai) lorsqu’on le suppose indécidable car §'il était vrai (res-
pectivement fauz) la machine qui essaye de vérifier le 3 s’arréte.

Dans le cas ¥y ou Ils (deuxiéme étage), une telle machine n’existe en général pas. Mais il
se peut que le probléme soit en fait au premier étage de la hiérarchie.

Chaitin réduit le probléme de la valeur d’un bit de €2 au probléme de savoir si un ensemble
est de cardinalité w. Mais il n’a pas la réduction dans 'autre sens. En clair, comme connaitre
le bit d’indice n de 2 détermine le nombre de solutions de ’équation qu’il construit, donc si
ce probléme était en fait a Iétage 1, tout tomberait a 'eau (le probléme deviendrait semi-
décidable). Cependant, on sait [6] que déterminer le n’*™ bit de €2 est un probléme au plus
II5 sous certaine conditions3.

En fait, on peut généraliser ce raisonnement en donnant des oracles aux machine de Tu-
ring. C’est & dire que si 'on suppose que 'on sait résoudre le probléme de Iarrét, alors les
ensembles anciennement & ’étage n sont maintenant a I’étage n — 1 dans la tour de la hié-
rarchie arithmétique relativisée. C’est comme si le point de vue de la hiérarchie arithmétique
passait du rez-de-chaussée au premier étage. Et on peut continuer comme cela . ..

Questions

— Est-ce que le probléme que Chaitin utilise n’est pas en fait au premier étage de la
hiérarchie ?

— Peut-on dire quelque chose sur les problémes indécidables du deuxiéme étage 7

— Qu’en est-il pour une proposition indépendante ? Existe-t-il des énoncés dans la hié-
rarchie arithmétique qui le soit 7 Existe-t-il une machine du Turing qui s’arréte si et
seulement si '’hypothése du continu est vraie?
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