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Une coupure, qu'es aquo ?

rFAA T ARL
YN

Un bonhomme qui arrive du néant est parachuté dans notre arbre
de preuve.

Pas possible d'automatiser ¢a. .. :(

1z Est-ce qu'on peut trouver une méthode pour passer d’un arbre
avec coupures a un arbre sans coupure?



Calcul des séquents classique

17 Théoreme d'élimination des coupures (Gentzen)




Calcul des séquents classique

17 Théoreme d'élimination des coupures (Gentzen)

Théoreme d'élimination des coupures (Gentzen)

Toute démonstration en calcul des séquents peut étre transformée
en une démonstration de méme conclusion, mais qui n'utilise pas la
regle de la coupure.

Et en logique linéaire?



Degré 6(A) d'une formule A




Degré 6(A) d'une formule A

@ J(A) =1 si A est atomique
@ J(A®B)=06(A® B) =6(A— B) = max{§(A),é(B)} + 1
e J(!A)=0(?A) =9d(A)+1




Degré 6(A) d'une formule A

@ J(A) =1 si A est atomique
@ J(A®B)=06(A® B) =6(A— B) = max{§(A),é(B)} + 1
e J(!A)=0(?A) =9d(A)+1

1~ Degré d'une coupure.



Degré 6(A) d'une formule A

@ J(A) =1 si A est atomique
@ J(A®B)=06(A® B) =6(A— B) = max{§(A),é(B)} + 1
e J(!A)=0(?A) =9d(A)+1

1~ Degré d'une coupure.
1z~ Degré d'une preuve : sup des degrés des coupures de la preuve.



Degré 6(A) d'une formule A

@ J(A) =1 si A est atomique
@ J(A®B)=06(A® B) =6(A— B) = max{§(A),é(B)} + 1
e J(!A)=0(?A) =9d(A)+1

1~ Degré d'une coupure.
1z~ Degré d'une preuve : sup des degrés des coupures de la preuve.

r,AFA; | FTEAA T, AFA;
r-AA  T[LAFA & = M, TEALA
NN FTEA A"




Pseudo-étape-clé (“pseudo-key-case”)

o (Etape-clé : réduit le nombre de coupures.)
@ 2 pseudo-étapes-clés : ne réduit pas forcément le nombre de
coupures
('r, Cr) et (Cr,71)
ITEA?A | IT,AR?A
ITHA?A R IT,72AR?A L
MIAIAE A c ITE?A A A c
AFA -t r2A,A R




Hauteur h(7) d'une preuve 7

@ 7 n'a pas de prémisse : h(1) =1

@ 7 est obtenue depuis la preuve 7 en appliquant une regle avec
une prémisse : h(7) = h(7) +1

@ T est obtenue depuis les preuves 7 et 7’ en appliquant une
régle avec 2 prémisses : h(7) = max{h(w), h(7')} + 1




Lemme 1

IA™ = |iste de n occurrences de la formule !A.
Soit 7 une preuve de la forme :

o !

T oUr
reAz2a [IATEA
IT HIA, ?A A A

T E A A

avec (m),0(7") < o(7)
1z On peut construire une preuve 7 de [, IT = A’, ?A telle que
o(r") < o(7).




Démonstration.

Induction sur h(x’). r' = derniére regle utilisée dans 7’
Cas possibles :
@ r’ est un axiome : on applique | a 7

o r’ est une instance de !; qui fait apparaitre un !A :
o n=1: étape-clé (Ig,!,)

e n>1:
[ IAL Al A
rea?a  TATLIAFA
IFFIA,7A N
MIrE A, 74
raz?a  ATLAE A
ITFIA7A A AF N
Ir - A,?A [N AF A 7A

[T A 20, 74
MIFE A 2A




Démonstration.

o r’ est une instance de W, qui fait apparaitre un !A :

r-A

MIAE A Wi

o r’ est une instance de C; qui fait apparaitre un A : ...
o ' ne fait pas apparaitre de 1A : ...




Lemme 2
Soit 7 une preuve de la forme :

T Z,n./

MAFA  TFAA
M TEAA

avec §(m),0(7") < o(7)
1z~ On peut construire une preuve 7 du méme séquent telle que

3(r") < (7).




Démonstration.

Induction sur h(w) + h(7")
AN R N ez /
r (resp. r') = derniére regle utilisée dans 7 (resp. ')
@ r est une instance d'un axiome : on utilise 7’
@ r’ est une instance d'un axiome : on utilise 7




Soit 7 une preuve de ' - A
1z On peut construire une preuve 7 du méme séquent telle que

(") < o(r).

Démonstration.

| \

Induction sur h(T).

@ derniere regle utilisée dans 7 £ coupure avec le méme degré
que 7 : = hypothese d'induction sur les sous-preuves
immédiates de 7 = finito.

@ sinon : & hypothese d’induction sur les sous-preuves
immédiates de 7. On obtient 7’ :

T i
[MAFA " AF A
rl/ rl = A// AI
avec 6(7),0(7’") < 6(7') = lemme 2

N




Etant donnée une preuve d'un séquent, on peut construire une
autre preuve sans coupure du méme séquent.

Démonstration.

Itérations du lemme 3 O




@ On a un algo pour éliminer
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@ On a un algo pour éliminer
les coupures en LL.

@ On obtient des \-termes
plus courts.

@ Et en Coq, ¢a marche
comment ? Assert, ...




