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Logique intuitioniste

La syntaxe

I Enonces de la forme suivante :

p ::= α | ⊥ | p ⇒ p | p ∩ p | p ∪ p



Logique intuitioniste

Les regles



Equivalence de Curry Howard
Donnez une preuve, je vous donnerai un programme et reciproquement

I On remplace ∆ = p1, ..., pn par ∆ = x1 : p1, ..., xn : pn ou les
xi sont des variables distinctes

I on annote les noeuds

On obtient des temoins de preuves de la forme

t, u, v = x | λxp.t | (t u)



Equivalence de Curry Howard
Elimination des coupures et β − reduction



Equivalence de Curry Howard...
... expliquee en un tableau

logique en deduction naturelle λ− calcul a la Church

formule type
derivation λ− terme
conclusion type du terme

regle hypothese variable
introduction de ⇒ λ− abstraction
elimination de ⇒ application
coupure (sur ⇒) β − redex



Equivalence de Curry Howard
Propriete fondamentale

Theoreme
Si ∆ ` t : p alors t est confluent et fortement normalisant

Forme des formes normales
Elles sont engendrees par la grammaire

n := x | λp.n | (x n1 ... nk)
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La logique intuitionniste lineaire

I On a vu en cours la logique intuitionniste classique

I La logique lineaire intuitioniste a les memes regles sauf que
l’on s’autorise une seule formule a droite du sequent dans les
regles



La logique intuitionniste lineaire
Les regles



Le λ− calcul lineaire
Les types

I Ils sont donnes par la grammaire suivante :

s ::= I | s ⊗ s | s ( s | !s



Le λ− calcul lineaire
Les termes

I Ils sont donnes par la grammaire suivante :
t ::= x | ∗ | let t be ∗ in t | t ⊗ t |
let t be x⊗y in t | λA.t | t t | promote t, ..., t for x1, ..., xn in t |
derelict(t) | discard t in t | copy t as x , y in t



Le λ− calcul lineaire
Les variables libres

I Pour un terme u, on definit FV(u) par induction comme suit :

I FV (x) = {x}
I FV (∗) = ∅
I FV (let w be ∗ in u) = FV (w) ∪ FV (u)
I FV (u ⊗ v) = FV (u) ∪ FV (v)
I FV (let w be x ⊗ y in u) = FV (w) ∪ FV (u)− {x , y}
I FV (λx .u) = FV (u)− {x}
I FV (f u) = FV (f ) ∪ FV (u)
I FV (promote v1, ..., vn for x1, ..., xn in u) = FV (v1)∪...∪FV (vn)
I FV (derelict(u)) = FV (u)
I FV (discard w in u) = FV (w) ∪ FV (u)
I FV (copy w as x , y in u) = FV (w) ∪ FV (u)− {x , y}



Le λ− calcul lineaire
Les regles de typage



Le λ− calcul lineaire
Les regles de typage



Le λ− calcul lineaire
Quelques notations

I copy w1 as x1, y1 in (...copy wn as xn, yn in u...) → copy w̄ as
x̄ , ȳ in u

I discard w1 in (... discard wn in u ...) → discard w̄ in u



Le λ− calcul lineaire
Les regles de β − reduction



Le λ− calcul lineaire
Les regles de β − reduction



Le λ− calcul lineaire
Proprietes

Prop

x1 : A1, ..., xn : An ` u : A⇒ FV (u) = {x1, ..., xn}

Ce qui n’est pas toujours vrai en λ− calcul ...

I N. Benton. a montre que le λ− calcul lineaire est fortement
normalise et verifie la propriete de Church-Rosser (en utilisant
une reduction conservant des bonnes proprietes dans le
systeme F) (1993)

I Avec le lemme de Konig, cela implique que tous les termes
sont bornes



L’isomorphisme de Curry-Howard

I Il relie le λ− calcul lineaire a la logique intuitioniste lineaire

I Construction tres symetrique a l’isomorphisme de CH entre le
lambda calcul et la logique intuitioniste



L’isomorphisme de Curry-Howard

I Que signifie A ( B ?
I On peut prouver B en utilisant A une seule fois...
I Et pour un programme ?

I P est de type A ( B si P prend une entree de type A une
seule fois, et rend quelqu’un de type B (on peut dire qu’il
consume son entree lors du calcul)

I Et Ā ?

I En preuve ?
I Un programme P de type Ā utilise lineairement son entree
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