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Dans ce chapitre

En guise d’ensembles

on revisite ce qui concerne les ensembles dans le cadre restreint des
parties d'un ensemble.




L’'ensemble des parties

Etant donné un ensemble E

les ensembles qui sont contenus dans E sont les éléments d’un
nouvel ensemble, noté P(E).

Voici la carte de visite de la construction P

P: Ens — Ens
E +— P(P)

Exemples

a) L'intervalle | — 1, +1] est un élément de P(R).
b) Dans P(E), y'a toujours ) et E :

VE : Ens,0) € P(E), VE : Ens, E € P(E).

Et ca se démontre.




| 'explicitation de P

La regle d'explicitation de P est comme suit :

VE X : Ens,X € P(E) < X C E.

Remarque

Le sens de tout ¢a, c'est qu'étant donné E,les X contenus dans E
forment un ensemble, et cet ensemble c’est P(E). Si on avait pris
les X qui contiennent E, il y en aurait eu trop et ils n’auraient pas
formé un ensemble; d'ailleurs pour E := (), ca aurait fait tous les
ensembles, et on sait bien que “I'ensemble de tous les ensembles

n'existe pas"”.
v




L"inclusion des parties

Si on restreint I'inclusion aux parties d'un ensemble E,

on obtient une relation dont voici la carte de visite :

Cg: P(E)xP(E) — Prop
(X,Y) = XcVY

| \

Cette inclusion s'explicite comme suit :

VE :Ens,V X Y:P(E),XCY &Va:E,ac X=acY.

A

Remarque

Bien voir les différences avec la régle pour I'inclusion générale :

VXY :Ens, XCY &Va:Ens,ae X=a€eY.




L'inclusion ordonne les parties

L'inclusion des parties est un ordre au sens suivant :

o elle est “réflexive” : VE : Ens, VX : P(E),X C X.

o elle est “transitive” :
VE :Ens, VXY Z:PE),XCYetYCZ=XCZ.

o elle est “antisymétrique” :
VE : Ens,VX Y:P(E),XCYetYCX=X=Y.

Et ca se démontre.

Remarque

L'ordre sur les réels est “total”, en ce sens qu'étant donné deux
réels, I'un des deux est au moins égal a I'autre.

L'ordre sur les parties, lui, n'est pas “total” (en général) : par
exemple étant donné deux parties de R, il n'y en a pas forcément
une des deux qui contient |'autre. Aucun des deux intervalles [0, 1]
et [1,2] ne contient I'autre.




Partie maximum et partie minimum

Dans P(E) y'a une partie minimum

VE : Ens,¥X : P(E),0 C X.

Et ca se prouve.

v
Et pareil pour le maximum

VE : Ens,VX : P(E),X C E.
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L'égalité des parties

La propriété d'antisymétrie nous fait penser a I'explicitation de
I'égalité.

La regle d’'explicitation de |'égalité des parties, c'est

VE:EnsYV X Y:P(E),X=Y<XCYeYCX

Remarque

Le sens de tout ¢a, c'est qu'étant donné E les X contenus dans E
forment un ensemble, et cet ensemble c’est P(E). Si on avait pris
les X qui contiennent E, il y en aurait eu trop et ils n'auraient pas
formé un ensemble; d'ailleurs pour E := (), ca aurait fait tous les
ensembles, et on sait bien que “I'ensemble de tous les ensembles
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n'existe pas”.




L'appartenance aux parties

Si on restreint I'appartenance aux éléments et aux parties d'un
ensemble E,

on obtient une relation dont la carte de visite est conforme a notre
intuition :

€ ExP(E) — Prop
(X,P) +— XeP

| A

Remarque

Bien voir la différence avec I'appartenance générale,

€. Ens x Ens — Prop
(X,Y) — Xey

dont les deux arguments ont le méme type.




La réunion opere sur les parties

La réunion des parties de E est une opération

dont la carte de visite est :

Ue: P(E)xP(E) — P(E)
(X,Y) — XUY

Remarque

| \

Ca marche parce que la réunion de deux parties de E est encore
une partie de E :

VE : Ens,VX Y : P(E),XUY € P(E).

Et ca, ¢a se prouve.




Propriétés de |'opération de réunion

La réunion des parties de E est une brave opération

@ elle est “commutative”
VE : Ens,VX Y :P(E),XUY =Y UX.

@ elle est “associative” :
VE : Ens,¥X Y Z: P(E),(XUY)UZ = XU (Y U Z).
o elle a un “neutre” : VE : Ens,VX : P(E),XUD=EU}) = X.

@ elle a un “absorbant” :
VE : Ens,VX : P(E),XUE=EUX =E.

Et ca se démontre.

Remarque

L'ordre sur les réels est “total”, en ce sens qu'étant donné deux
réels, I'un des deux est au moins égal a I'autre.

L'ordre sur les parties, lui, n'est pas “total” (en général) : par
exemple étant donne deux parties de R, il n'y en a pas forcément

I N D T U D D T T o e |



