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Exemple de composition

Exercice résolu

Calculez la composée g o f avec

o Xty o 3x + 5y + 7z
g._(X’y)}_)<X—y>’f._(X’y’Z)H<2X—|—2y—|—22 .

On calcule

(g o F)(x.y,2)

= (g(f(x,y,2)) (par définition de la composition)
= g(3x + 5y + 7z,2x + 2y + 2z) (par définition de f)
= (5x + 7y + 9z, x + 3y + 52) (par définition de g).

La composée g o f est donc

6, 752) 5x+ 7y + 9z
R4 x+3y+5z )




Exercice

Calculez la composée g o f avec

g:=(xy)— ( 2X+y),f::(x,y,z)»—> ( 3x—|—3y+3z>‘

2x + 4y + 6z




Linéarité de la composition : énoncé

Proposition

La composée de deux applications linéaires est encore linéaire.

Plus formellement, ca se lit :

Vp,q,r e NNVf €Ly, Vg€ Llpq, gof estlinéaire. J




Linéarité de la composition : preuve

Soient p, g, r trois entiers, f dans L, , et g dans L, 4. Pour
montrer que g o f est linéaire, il faut montrer :

VA, n € R Vu,veR", (gof)(Autpv) = Agof)(u)+u(gof)(v).

Ona (gof)(Au+ pv)

= g( (Au+ pv)) (par définition de la composition)
= g(M(u) + puf(v)) (par linéarité de f)
= Ag(f(u)) + png(f(v)) (par linéarité de g)
= MNgof)(u)+ p(gof)(v) (par définition de la composition).



Carte de visite des compositions

On rappelle que L, ; désigne I'ensemble des applications linéaires
de RY dans RP.

opqr i LpgXLlgr — Lpr
(g,f) — gof
(g,f) — (v g(f(v)).

Et il faut voir ca comme suit :

R —F, RI &, RP.



Surcharge pour les compositions

On note toutes les compositions d'applications avec le seul signe o.

Sachant que h est dans L, 4 et f dans L, s, dites quelles sont les
compositions (linéaires) figurant dans la formule d'associativité

(hog)of=ho(gof).




Associativité de la composition : énoncé

Proposition

La composition des applications linéaires est associative.

Plus formellement, ¢a se lit :

Vp,q,r,s e N,Yhe Ly q,¥g € Lg,,Vf € Ly s, (hog)of = ho(gof).




Associativité de la composition : démonstration

Vp,q,r,s e N\Yhe L, q,Vg € Lgr,Vf € L5, (hog)of = ho(gof).

Preuve

Soient p,q,r,s,f,g, h comme dans I'énoncé. On doit montrer
(hog)of =ho(gof) autrement dit

VueR® ((hog)of)(u)=(ho(gof))(u). Soit donc u
quelconque dans R®. Par définition de la composition,

on a ((hog) o F)(u) = (ho g)(F(u)) = h(g(F(u))).

Et de méme (ho (g o f))(u) = h((g o f)(u)) = h(g(f(v))).
On a donc bien ((ho g)o f)(u) = (ho(go f))(u).

Cqfd.




