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Chapitre I. Introduction 
Soi t  (E~), ~ une  fami l le  h u n  p a r a m ~ t r e  d ' 6 q u a t i o n s  diff6rent iel les  a u t o n o m e s  de  

c lasse  C k (i.e. de c h a m p s  de  vec teurs )  dans  un  espace  de  B a n a c h  B. Plus  
g6n6ra l emen t ,  t ou t  ce qu i  va  su ivre  s ' a p p l i q u e  ~ des sys t6mes  d ' 6 v o l u t i o n  de  type  
N a v i e r - S t o k e s  qui ,  b i e n  q u e  c o r r e s p o n d a n t  ~ des op6 ra t eu r s  n o n  born6s ,  o n t  t o u t e  
la r6gular i t6  v o u l u e  p o u r  faire f o n c t i o n n e r  nos  t e c h n i q u e s  (r6gular i t6  p a r  r a p p o r t  
au  t e m p s  et g la  d o n n 6 e  ini t ia le) :  vo i r  [11]  et [17]. P o u r  s impl i f i e r  l ' expos6  n o u s  
r e s t e rons  dans  le c ad re  C k. 
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Supposons que, pour /~ voisin de 0, Eu poss6de un tore* invariant Tu de 
dimension n +  1 d6pendant rbguli6rement (C k) de #, et que pour kt<0 ce tore 
invariant soit asymptotiquement stable**. 

Si pour # > 0 voisin de 0 le tore Tu invariant par Eu cesse d'etre asymptotique- 
ment stable, il peut arriver qu'un nouveau compact Ku invariant par E u et 
asymptotiquement stable apparaisse au voisinage de Tu: on dit alors qu'il y a 
bifurcation de rat t racteur  T, en rat t racteur  Ku. 

Si n = 0 ,  il r6sulte de [18], 1-19] que g6n6riquement (au sens de la cat6gorie de 
Baire) il y a effectivement bifurcation de rorbi te  p6riodique Tu en un tore invariant 
de dimension deux K ,  (rhypoth6se de stabilit6 asymptotique pour/~ = 0 se traduit 
g6n6riquement par rattractivit6 vague au sens de [17]). 

Dans cet article nous 6tudions le casn > 0 et donnons des hypoth6ses (de nature 
infinit6simale en/~ = 0) assurant que le tore invariant asymptotiquement stable T, 
de dimension n +  1 bifurque pour # = 0  en un tore invariant asymptotiquement 
stable Ku de dimension n + 2  (ou n +  1 dans certains cas de ((r6sonnance))). 

I1 ne faut cependant pas en d6duire une trop grande analogie entre la situation n 
= 0  et celle que nous 6tudions: nos hypoth6ses ne sont pas g6n6riquement 
satisfaites et les bifurcations que nous caract6risons sont sans doute un ph6nom6ne 
assez exceptionnel pour n > 0 (voir chapitre V). 

La technique que nous utilisons est analogue ~ celle de [18]: nous commenqons 
par ramener le probl6me d'6quation diff6rentielles ~ u n  probl6me de diff6o- 
morphismes ~t raide d'une surface de section. 

Nous supposerons que le champ E o ne s'annule pas sur To; s in  = 1, T O est de 
dimension deux, et ceci implique rexistence sur T O d'une courbe ferm6e (de classe 
C*) ?o transverse aux orbites de E o (voir [20]). Si T O provient par une bifurcation 
r6cente d'une orbite p6riodique devenue instable nous sommes dans cette situation 
et, de plus, toute orbite de E o issue de ~o recoupe 70 ~t un instant ult&ieur, ce qui 
d6finit un diff6omorphisme de Poincar6 de classe C k de 7o sur ~0. Apr6s un 6ventuel 
changement de variables, on peut supposer que ~o n'est autre que 0 • IR/TZ c R2/7Z 2 
- - T  O . 

Dans le cas g6n6ral nous ferons des hypoth6ses analogues: nous supposerons 
qu'apr6s un 6ventuel changement de coordonn6es dans T o, le tore de dimension n: 
7o = 0 • IR"/Z n c IR" + l/Z" + 1 = To est transverse aux orbites de Eo, et tel que toute 
orbite issue de ?o recoupe ~o ~t un instant ult6rieur. Cette situation se produit par 
exemple si la restriction de E o ~ T O est proche d'un champ quasi p&iodique. 

Nous supposons enfin que la restriction ~t ~o du fibr6 normal ~t T Odans Bes t  
triviale. Cette hypoth6se n'est pas g~nante: le fibr6 consid&6 est stablement trivial 
(trivialit6 du fibr6 tangent de T n+ 1) et on peut le rendre trivial par une op6ration de 
stabilisation analogue/ t  celle utilis6e au paragraphe III-1. 

Le diff6omorphisme de Poincar6 de 7o sur ~0 est alors la restriction d'un 
plongement de classe C k 

Fo: 7o x U--*7o • E 

* Le tore de dimension n standard sera pour nous R"/7Z"= T". 
** Cela signifie que pour tout voisinage ~oo de Tu il existe un voisinage Y/ix de Tu tel que 

pour tout t>0  la solution X(t) reste dans ~oo si X(0)E~v;~, et que de plus lim dist(X(t),Tu) 
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(3v voisinage de 0 dans E, E fibre du fibr6 normal fi T O dans B), d6crivant le premier 
retour d'une trajectoire dans une couronne 70 x U ~ T " x  U transverse /t T O et 
l 'intersectant suivant 70. 

Remarquons que pour/~ proche de 0 une telle application de premier retour 

F.: "yo x ~ F ~ 7 o  x E 

est 6galement d6finie dans la meme couronne en suivant les orbites de E,.  
D'apr6s l'hypoth6se, F poss6de un tore invariant** de dimension n proche 

de 70 x 0; quitte fi effectuer une famille de changements de variable d6pendant de 
p dans 70 x 3r on peut supposer que, pour # proche de 0, le tore invariant 70 x 0 
est laiss6 invariant par F u. 

Nous 6tudierons donc une famille fi un param6tre d'applications de classe C k 

Fu: T"x~V', T " x O ~  T"xE, T"xO 
induisant sur T" x 0 un diff6omorphisme)~. Remarquons que, de par son origine, fo 
est pseudo-isotope* fi l'identit6, et donc en particulier homotope  & l'identit6; par 
continuit6 tous les  ~ consid6r6s sont homotopes  fi l'identit& 

Les notions de stabilitO se correspondant pour l '6quation diff~rentielle et le  
diff6omorphisme, nous chercherons des conditions assurant que lorsque le tore 
T " x  0 invariant par ~ffu cesse d'Otre asymptotiquement stable, il apparai t  un 
tore de dimension n + 1 invariant par F~ et asymptotiquement stable. 

Ce passage d'un tore de dimension n + l  invariant par une 6quation 
diff6rentielle ~t un tore de dimension n invariant par un diff6omorphisme est surtout 
int6ressant lorsque n = 1 car, si le groupe des diff6omorphismes du cercle commence 
& Otre bien connu, il n'en est pas de mOme du groupe des diffOomorphismes de T" 
pour n > 1 (voir [8]). 

Le plan de l'article est le suivant: 

Dans le paragraphe II-1 nous caract6risons ~au premier ordre~ la stabilit6 du 
tore invariant T" x 0 de F u fi l'aide de la notion de e transform6e de graphes)~ ~ qui 
remonte ~ Hadamard  ( ~  est d6finie d'un voisinage ouvert de 0 dans C I(T"; E) ~t 
valeurs dans CI(T"; E) par la formule: graphe de (J~,X) =Fu (graphe de X)). 

La tra_nsform6e de graphes ~'u: C ( T " ;  E) --* C ~ (T", E) associ6e & la composante 
normale G u de la d6riv6e de F u le long de T" x 0 est lin6aire et joue le r61e d'une 
~d6riv6e>> pour ~u; son spectre (que nous appelons le l-spectrographe de F ) j o u e  
dans cette th6orie le r61e tenu par le spectre de la d6riv6e dF,(O) dans le cas de la 
famille de diff6omorphismes F,: E, 0 ~ E , 0  6tudi6 dans [18]. 

Nous d6montrons dans ce cadre un th6or6me de vari6t6s hyperboliques et un 
th6or6me de vari6t6 centrale; ce dernier permettra aux chapitres III  et IV de 
remplacer T" • E par une sous-vari6t6 de dimension finie. 

* Celh signifie qu'il existe un diff6omorphisme 
O: (T" x [0, 1],T" x {0},T" x { 1})-*(T" x [0, 1],T" x {0},T" x {1}) 

induisant ridentit6 sur T"x {0} et J~ sur T"x {1}. Un tel diff6omorphisme s'obtient 
l'aide d'une renormalisation du champ E o rendant 6gal & l'unit6 le temps de premier 
retour de tout point de 3'o. 

* *  Des conditions suffisantes pour cel& sont donnees dans [5 bis]. 
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Dans le paragraphe 1I-2 nous 6tudions plus particuli6rement le cas off n = 1 et E 
= ~ ;  lorsque fu est un diff6omorphisme de T 1 de nombre de rotation irrationnel le 
spectrographe de ff~ est contenu dans un cercle de centre l'origine; lorsque le 
nombre de rotation de fu est rationnel, le spectrographe de flu peut fort bien 
contenir une couronne. 

A partir du paragraphe 1I-3 apparaissent les hypoth6ses qui nous permettront 
de montrer aux chapitres III et IV les th6or6mes de bifurcation: nous supposons 
que fo est conjugu6 ~t une rotation ergodique/~o,o de T" et que le spectrographe de 
fro contient une valeur propre 2 0 = e 2i~~ de module 1 (cette derni6re hypoth6se est 
tr6s forte, voir chapitre V et [5 bis]). 

Si Oor189 o . 7l"+  89 (cas de non-r6sonnance) il existe alors un sous-fibr6 ~0 de 
T" x E diff6omorphe h T" x IR 2 sur lequel G o induit un diff6omorphisme conjugu6 
au produit du diff6omorphisme J~ de T" par la rotation d'angle f2 o de IR 2 (si 
f2o e 89 Z" + 89 (cas r6sonnant) la conclusion est analogue mais 4o a pour fibre 
F, et n'est trivial que si 12o~CO o  9 71"+ 89 

Si on suppose enfin que le reste du spectrographe (c'est-~t-dire tout ce qui ne 
concerne pas 40) est contenu dans un disque de rayon plus petit que 1, on peut 
utiliser le th6or6me de vari6t6 centrale 11-1.7. pour ramener le probl6me de 
bifurcation dans T " x  E ~t un probl6me analogue dans r 

Les chapitres III et IV sont consacr6s ~t l'&ude de ce dernier probl6me 
respectivement dans le cas non-r6sonnant et dans les cas r6sonnants. 

On y effectue des changements de variables ramenant flu ~t une perturbation 
d'une forme normale tronqu6e; pour cel~t nous sommes amen6s h faire sur le couple 
(COo, f2o) des hypoth6ses de nature arithm6tique (voir 111-2.5. hypoth6se (H~)) qui 
sont satisfaites g6n6riquement au sens de la mesure de Lebesgue (voir V-1 et V-2). 

I1 reste ~t faire une hypoth6se de transversalit6 assurant que la partie du 
spectrographe de fro relative ~ 4o traverse effectivement le cercle unit6 lorsque # 
varie (voir 111-2 et V-2; on remarquera que cette hypoth6se n'implique nullement 
que pour # diff6rent de 0, le spectrographe de flu ait une valeur propre). La forme 
normale tronqu6e poss6de alors pour p > 0 (resp. p < 0 suivant le caract~re stable ou 
instable de T" x 0 pour fro) un tore invariant de dimension n + 1 dans le cas non- 
r6sonnant, n dans le cas r6sonnant, dont on pr6cise la stabilit6; un principe de 
contraction analogue ~t celui utilis6 par [18] permet de conclure qu'il en est de 
m~me pour flu ce qui termine la d6monstration (Th6or6mes II1-2.11 et V-3.1, 
IV-2.2, IV-2.3, IV-3.4, IV-4.4; pour ne pas alourdir la r6daction ces th6or6mes sont 
enonc6s dans le cadre 4o et non pas dans le cadre T" x E). 

Dans cette introduction nous n'avons pas pr6cis6 les pertes de diff6rentiabilit6; 
on se repportera pour cel/t aux diff6rents chapitres concern6s. 

Le chapitre V contient d'une part la discussion des hypoth6ses et leur 
affaiblissement dans certains cas, d'autre part un exemple montrant que bien que 
ces hypoth6ses (6ventuellement renforc6es) soient une g6n6ralisation h u n  nombre 
infini de valeurs propres des hypoth6ses classiques de bifurcation de Hopf, la 
situation g6om6trique dans l'espace fonctionnel est beaucoup plus complexe que la 
situation analogue en dimension finie. 
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Terminons ce chapitre par quelques notations (compatibles avec celles de [8]): 
Dif~(T") est le groupe de diff6omorphismes de classe C k de T" qui sont homotopes 

l'identit6. 
Dk(T ") est l e groupe des diff6omorphismes de classe C k de IR" qui s'6crivent f 
= Identit6 + r off q~: IR"--* IR" est Z"-p6riodique. 
Tout 616ment gde  DitPo(T" ) peut ~tre relev6 en un 616ment g de Dk(T ") bien d6fini 
une translation pr6s par un 616ment de Z". 
On notera Ro, la translation de IR" d6finie par R~(x)=x+~o (~oe IR"). R~ est un 
616ment de D~(T ") dont l'image dans Di f~(T")  est la <<rotation>>/~, de T". 
Une application q~: IR"--.IR sera dite de classe C ~ si: 
1) q~ est de classe C t~] ([a] = partie enti6re de a), 
2) Dt~]q~ est H61derienne d'exposant ~ - [ ~ ] .  
Une application r IR"~IR sera dite de classe C "'1, r entier, si 
1) q~ est de classe C ~, 
2) D*q~ est lipschitzienne. 
On notera - ~ les germes d'application. 
~ ( E  1 ; E2) d6signe le Banach des applications lin6aires born6es du Banach E 1 dans 
le Banach E2, avec la norme usuelle. Dans le cas off E,  =E2,  on le note .La(E). 

Nota: Les r6sultats de ce travail ont 6t6 en partie annonc6s dans [4], [5], [12]. 

Chapitre II. Stabilit6 d'un tore invariant et spectrographes 

II-0. Notations 

Nous avons vu plus haut comment l'6tude du comportement de la famille (E~) 
d'~quations diff6rentielles au voisinage du tore invariant T use ram~ne & celle d'une 
famille de germes d'applications 

Fu: (T"xE,  T " x O ) -  ~ ( T " x E ,  T"xO) 

off E est un Banach sur IR. 
Dans la suite du chapitre, on fixe un voisinage ~r de 0 dans E et on consid6re une 

application de classe C k, k >= 1 

F: T " x ~ T " x E  

induisant sur T " x  0 un diffhomorphisme g e  Dif~o(T" ). 
On rel4ve ff aux rev&ements universels en une application 

F: ~ " x ' f / ~ " x E  

F(O, x)= (f(O, x), 4(0, x)) 

ayant les propriOtOs suivantes: 

f ( O, x) = 0 + (p(O, x) 
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 9 (ceci traduit  que ff est homotope  fi l 'identite) 

go(0, x) et 4)(0, x) sont 7]"-periodiques en 0, (b(0, 0 ) -  0. 

L 'applicat ion g definie par 

g(O)=f(O, 0)=  0 +  go(0, 0) 

est un diffeomorphisme de IR" qui releve g (geDk(T ") dans les notat ions du 
chapitre I). 

On definit pour  tout  0 un element A(O)~Lf(E) par 

A (0) = ~ -  (0, 0). 

Si F est un plongement  (c'est-~-dire si ff est un plongement),  A(O) est dans GL(E) 
pour  tout  0 ~ IR". Remarquons  que l 'application 0 ~  A(O) est 7/"-periodique. 

Si le p~me itere de F est defini, on le note 

up = (L ,  %).  

Soit G: IR" x E-+IR" x E l 'application de classe C k-~ definie par 

c(o,  x) = (g(O), A (o) x). 

L' interpr&at ion de G est la suivante (l 'application (7: T " x  E--+T"x E qui se 
deduit  de G par  quotient  par  7/" a bien entendu une interpretat ion analogue;  nous 
travaillons dans le revetement  universel pour  6crire des formules globales): le fibre 
z~.•  restriction /t IR"x0  du fibre tangent de IR"xE se decompose  
naturel lement  en somme du fibre z(IR") ~ IR" x IR" tangent / t  IR" x 0 et du fibre IR" 
x E normal  ~t 1R" x 0 

*~-x o(iR" x E)==_ T(IR")| IR" x EMIR" x (IR" |  

Dans cette decomposit ion,  la restriction ~t IR" x 0 de l 'application tangente / t  F 
s'ecrit z~.• IR" x (IR" @ E)-~ IR" x (IR" @ E) 

(z~.• o F) [0, (~, X)] = Eg(O), (fl, Y)] 
avec 

8 f  { l=Dg(O)~+~Tx (O, O)X 
Y=A(O)X. 

En passant au quot ient  par  le sous-fibre invariant T(IR")~ lR"x IR" sur lequel 
z~,• o F induit l 'application tangente ~ g, on obtient  l 'application G. En particulier, 
~t F p correspond l 'application G p obtenue en iterant G. 

G.(0,  x) = (gp(0), Ap(O) x), 
avec 

Av(O ) = A(g p- ' (0))A (g p- : (0))... A(O)e 5~Cf(E). 
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Autrement dit 

fp(O, O) = gP(O), ~ -  (0, O) = Ap(O). 

II-1. Spectrographes et vari6t6s invariantes 

Pour caract&iser de mani&e utilisable la stabilit6 du tore T" x 0 invariant par 
F, nous reprenons la vieille id6e de Hadamard des <~transform6es de graphes>>. 

Soit ~k = (gk(T,; E) l'espace de Banach des applications de classe C k de T" dans 
E muni de la topologie C k. On identifiera (~k au sous-espace de (gk(IR", E) form6 des 
applications 2g"-p6riodiques. On note II Ilk la norme sur cet espace. 

Soit X: IR"~E un 616ment de (g~ (1 <l<k). Si ]]Xllz est assez petit, l'application 
fx  de IR" dans IR" d6finie par 

fx(O)=f(O, X(O)) 

est un diff6omorphisme de classe C ~ (c'est-/t-dire fx  ~ D~(T"))  9 Cela vient de ce que 
l'ensemble des diff6omorphismes de classe C ~ est ouvert dans l'ensemble des 
applications de classe C z de T" dans T" pour l>  1. 

La formule 
(o~ X)(f(O, X(0)))= 4~(0, X(O)) 

d6finit donc une application ~ :  (9 ~ ~t 

d'un voisinage (9 de 0 dans cg~ ~ valeurs dans (~t: le graphe de ~ X  est l'image par F 
du graphe de X. 

Remarquons que, lorsqu'il est d6fini, le p~m~ it6r6 ~-P de o~ v6rifie 

(o p x) (L(o ,  x (o))) = +.(o, x (o)). 

Si dans la formule ci-dessus on remplace F respectivement par 

G: IR"xE --*IR"xE 
z(g): IR" x IR"~IR" x IR" 

L: IR"xE --*lR"xIR" 

(application tangente h g) 

d6finie par L(O, x) = (g(0), ~ f  

on obtient pour 0 < l_< k -  1, les applications lin6aires 

s~r (g~(T"; E) --*(g~(T"; E) 
J "  ~ ( T " ;  IR")--,~Z(T"; JR") 
~ :  cgl(T"; E) --,(gt(T"; F,") 

d6finies respectivement par 

(~r X)(0) = A (g-1 (0)) X (g-1 (0)) 
(~- ~)(0) = D g (g-1 (0)) ~ (g-a (0)) 

0U (~X)(O) = ~X (g- 1(0)' 0) X(g - 1(0)). 



116 A. CHENCINER t~ G. Iooss 

Soit, pour 0 < l < k - 1 ,  S t le Banach des sections de classe C t du fibr6 
ZT,• o(T" x E), et soit 

/~: Z~ --* z~ l 

l'application lin6aire d6finie par 

sous l'identification naturelle de S t h 

cgt(T"; IR"OE)~-cgt(T"; IR")G c~Z(T'; E), 

ffl est repr6sent6 par la matrice ( ~  ~ ) .  

5- d6crit le comportement au premier ordre de ff tangentiellement h la vari6t6 
invariante T" • 0, ~ '  d6crit le comportement au premier ordre de ff en projection 
sur le fibr6 normal ~t T"•  0 dans T"•  E (c'est-~-dire le comportement de G). 

Le lemme suivant dit qu'on peut 6galement consid6rer ~r comme une d6riv6e: 

11-1.1. Lemme*. or d~finit une application de classe C 1 de (9 c C 1 (T"; E), d valeurs 
dans (d~ E), dont la d~riv~e en 0 est ~gale d d .  

D6monstration. On calcule 

((DOr(X)) Y)(O)=O~x ( x (0), X ( f ~  1(0)))   9 Y(fx 1(0))  

dO 
-- [~-~ (fx-1(0), X(f)~l(O)))"~-~-~x (f)~l(O), X(f:l(O))) o DX(f:l(O))] o K, 

avec 

[Fo (:: x ( .  (:: o ~ x( : :  ]- o 
ef L =~-x ( f :  1(0)' X ( f x  1(0))) " Y ( f x  ~(0)). 

II-1.2. Remarques. (i) De m6me, si 1 < l < k, or d6finit une application de classe C q 
d'un voisinage de 0 dans call(T"; E) ~ valeurs dans ~g~-q(T'; E). 

(ii) Rappelons que d est d6fini de <go dans ego; si OrP est d6fini, la d6riv6e en 0 de 
OrP consid6r6e comme application de (_9 c cdl h valeurs dans <go est 6gale ~t ~r 

Le lemme qui suit est 6vident (consid6rer des applications constantes). 

II-1.3. Lemme. Si 0 est un point f ixe asymptotiquement stable de O r dans cgl (pour l 
entre 1 et k), T" x 0 est un tore invariant asymptotiquement stable de ft. 

Si or 6tait d6rivable de ~gl dans (d 1 de d6riv6e d ,  il suffirait pour v6rifier 
l'hypoth6se du lemme pr6c6dent de faire une hypoth6se sur le spectre du 
complexifi6 de d .  Nous allons voir que cette d6marche aboutit bien que la situation 
soit 16g6rement diff6rente (c'est essentiellement grace ~t II.1.2.(ii)). 

* Contrairement h ce qui est 6crit dans [5], ~" n'est pas d6rivable de call dans c.gx. 
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Soit Ec=E|  le complexifi6 de E, Ar le complexifi6 de A (agissant sur le 
premier facteur); le complexifi6 de cgt(T";E) sera identifi6 ~ CU(T";EO; le 
complexifi6 de zur est alors l'op6rateur ~r162 E0) d6fini par la mSme 
formule que s t / t  la condition d'y remplacer A par A~. On notera encore ]1 IIz la 
norme dans cgt(T"; E O. 

11-1.4. D~finition. On appelle/-spectrographe de if, et on note St(if ) le spectre de 
sg~e 5r E0); on note 6galement 

st(ff)=sup {121, ~.E St@)}, 
it(ff)=inf {121, 2~St(ff)}. 

Rappelons que St(if ) est un compact non vide de  9 et que 

o/t 

• 
h@)= lim II~ll~, 

p ~ + o 0  

• 
it(if)-1= lim IId-~l17 si d est inversible, 

p ~ + o 0  

II~Xll, Ildllt= sup x~:<r~ IlXllt 

II-1.5. Lemme. Si k >=2, et si le O-spectrographe de ff est contenu dans l'int~rieur du 
disque unit~ de ff;, T" x 0 est un tore invariant asymptotiquement stable de F. 

D6monstration. L'hypoth~se peut encore s'6crire 

so(F)= lim II~.llg= lim (supll~p(0)ll)p<l 
p ~ + ~  p ~ + o o  0 ~  n 

et entralne l'existence d'un entier q et d'un r6el 0 < p < i tels que sup IIaq(o)[I =< p~. 
O ~ R  n 

Ecrivons +q(0, x) = Aq(O) x + Rq(O, x). Etant donn~ e > 0, on peut trouver 6 > 0 tel 
que si Ilxll __<6, supllRq(O,x)l[ <e Ilxl[; en effet, 

0 ~ R  ~ 

IIRq(O,x)ll < 89 osup~R, ~2-x 2d2~q (0, y) Ilxll 2, 
Ilylt < Ilxll 

~32~q Y) et la fonction p6riodique continue ~-x2 (0, est major6e uniform6ment sur 

R" • 0, donc sur le produit de IR" par une boule de E (compacit6 de T"). On en 
d6duit 

supll++(0,x)ll <4  Iixl[ 
0 e~,~ 

avec 0 < 2 < 1 si 6 est assez petit. Par r6currence, il vient 

suplP+pq(0,x)ll_-__)tPllxll si [Ix[l_-<6, 
0 e~. ~ 

Enfin, +, ~tant C ~, il existe une constante K telle que 
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De l'identit6 

on d6duit: 

II~,(O,x)ll~KIIxll si I lx l l~  pour l<=r<=q-1. 

%q+.(o.  x) = q).(Lq(o, x). %,(0. x)) 

Vs, ila~s(0,x)r I ~KA.ts/~l Ilxll pour IIxll ~0  
ce qui d6montre le lemme. 

Nous consid4rons maintenant le cas off le 0-spectrographe de ff n'est pas 
contenu dans l'int4rieur du disque unit6 de IE, et donnons deux th6or6mes 
d'existence de vari&6s invariantes: le premier, qui traite du cas hyperbolique est 
essentiellement dans [-10] et sert /t montrer l'instabilit6 d'un tore invariant; le 
deuxi6me, qui traite du cas central, est l'outil fondamental dans l'6tude des 
bifurcations. 

Ces th6or6mes sont ~nonc6s et d6montr6s sous la forme simple off nous les 
utiliserons; il existe des analogues plus fins du th6or6me II.1.6. dont nous dirons un 
mot fi la remarque II.l.17. 

Dans ces deux th6or6mes, on suppose que le 0-spectrographe de /7 se 
d6compose en So(F ) = al w a2 avec 

b=sup l2 [<  in f [2[=a  
2eal 2ea2 

et que les sous-espaces invariants ~; de cg~ E) relatifs/l a i ( i= 1, 2) sont de la 
forme Ei=~~ Ei) (alors E=ExOE2) .  

Rappelons que So(/7 ) est le spectre de d e ,  off d est d6fini par 

( d  X)(0) = A (g-1 (0)) X (g-1 (0)). 

Pour tout 0, A(O) laisse invariants E 1 et E2; on note AI(O ), A2(O ) les op6rateurs 
obtenus par restriction. 

Soit enfin 0- 3 = S o (z(ff)) le 0-spectrographe de z(g-), c'est-/l-dire le spectre de ~ ,  
off ~'- est d6fini par 

( 3  ~)( 0) = D g(g- 1(0)) ct(g- 1(0)). 
On note 

f l= infl21 <supl2l =c~. 
2~a3 2~a3 

Les conclusions des deux th6or6mes concernent les applications 

/7! T"x~, ,  T " x O ~ T " x E ,  T"xO 
de classe C k ~(suffisamment)) proches de/7 dans le sens suivant: soit F ' =  F + H'  un 
rel6vement de t7, ~t IR" • E; 

n'(O,x)=(h'(O,x),R'(O,x)), R'(O,O)-O. 
~R' 

On supposera que h'(O, 0), ~ -x  (0, 0) et toutes* leurs d6riv6es existantes (en 0) sont 

major6es en norme par e > 0 assez petit. 

* C'est un peu trop fort mais suffisant pour nous. 
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Remarquons  que si on note  F' = G + H, H(O, x) = (h(0, x), R(O, x)), cela revient / t  

supposer que R(O, 0)--0,  et que h(O, 0 ) , ~  x (0, 0) et routes leurs d6riv6es existantes 
~?R' 

(en 0) sont major6es en norme par  e. En effet, h(O, O) = h'(O, 0) et ~cx (0, O) =~x-x (0, 0). 

II-1.6. Th6or6me. On suppose* que k > 2, et que b<flJ<cd <a pour O < j < k - 1 .  
Si if' est assez proche de ff (c'est-d-dire e assez petit),  il existe deux sous-vari~tOs 
uniques ~t I = ~U 1 (F ) (vari~tO stable), ~2 = f 2(F') (vari~t~ instable), respectivement 
graphes d' applications 

~Pa" T " x E 1 -  -~E2, q ~ 2 : T n x E 2  - ---~E1 

de classe C k-2,~, d~finies au voisinage de T " x  0 telles que 
(1) (p a (0, 0)-= (p2 (0, 0 ) -  0. 
(2) Si k > 3, Dq01(0,0 ) et D~o2(O, O ) sont proches de 0 (et  ggales d 0 si F ' = F ) .  
(3) ~ et ~ sont localement invariantes par P "  de plus si (0, x) ~ ~ (resp. ~2)  

et si p>O, ff'P(O,x) (resp. ff'-P(O,x)) est dOfini et tend vers T" x O Iorsque 
p--. + oo (ces propriOtOs caract~risent 3U 1 et ~22 au voisinage de T" x 0). 
De plus U22 est localement attractante. 

II-1.7. Th~or+me. On suppose que k > 3, et que b < a~ fl ~ pour O < i + j < k -  2. 
On suppose aussi clue A2(O)=A 2 est ind@endant de O. On suppose enfin qu'il existe 
une fonction p: E 2 ~ I R  + de classe C k Ogale d 1 au voisinage de 0 et nulle hors de 
la boule unit~ de E 2. 

Si if' est assez proche de ff (c'est-d-dire e assez peti t)  il existe une sous-vari~tO 
~2 (variOtd centrale), non unique en g~n~ral, graphe d'une application 

(]9 2 : T" • E 2 -  ~ E  1 

de classe C k- 3,1 dOfinie au voisinage de T" x O, telle clue 
(1) ~o2(0,0)-0, 
(2) si k>=4, Dq92(0,0 ) est proche de 0 (identique d 0 si F ' = F ) ,  
(3) ~2 est localement invariante par if', 
(4) ~72 est localement attractante par if', ce qui signifie que si un point 

(O,x)eT" x E et tous ses it~r~s positifs par if' sont assez proches de T" x O, 
les it~r~s fi'P(O, x) de ce point tendent vers ~2 quand p tend vers + ~ .  

II-1.8. Pr~liminaire d la d~monstration des Th~orimes II.I.6. et II.1.7. La tech- 
nique de d6monstrat ion,  analogue pour  les deux th6or6mes, est bien connue 
(voir [6], [10]): on se ram~ne / t u n  th6or6me de point  fixe dans un espace 
(complet  pour  la topologie C ~ de fonctions lipschitziennes ainsi que leurs 
d6riv6es jusqu'  fi un certain ordre  I. 

La diff6rence essentielle entre le cas hyperbol ique et le cas central est la 
n6cessit6 dans II.1.7. de modifier tout  d 'abord  l 'application if' (par exemple en la 
rendant  globale) pour  se r amene r / t  une situation off il y a unicit6. 

* Pour la vari6t6 ~ il suffit de supposer b < l  et e J<a , j=0 ,  . . . , k -1 .  Pour la vari6t6 
3U 2 il suffit de supposer 1 < a et b < fir, j = 0, ..., k -  1. 
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I1 r6sulte des hypotheses que E=E10E2,  les E~ 6tant des sous-espaces 
invariants par A(O) pour tout 0. On note 

A(O)(xI,X2)=(AI (O)x1, A2(O) x2), 
A N(0)(xx, x2)= (AN,1 (0)X a, As, 2 (0)x2). 

Etant donn6 ~ > 0, on note 

b 1 =b+~,  b2 = ( a - g )  -1, ~1 =~+~,  a2 = ( f l -~ )  -1 

On choisit g assez petit pour que 

b l ~ < l ,  a~b2< l ,  O < j < k - 1  dans11.1.6. 

blb~aJ2<l, O < i + j < k - 2  dans 11.1.7. 

De l'expression explicite du rayon spectral d'un op6rateur, on d6duit l'existence 
d'un entier N tel que 

supllAml(0)l[ < b l  s, supllAN,z(O)-lll <bN2, 
0 e~, ra 0 ~ n  

supIIDgN(O)II <0~, supllDg-N(O)ll <@ 
0 e ~  n 0 ~F.  n 

Pour donner un sens ~t la premi6re ligne il suffit de montrer que A2(0 ) est 
inversible pour tout 0; mais ceci est une cons6quence facile de l'inversibilit6 de 
l'op6rateur ~r ego (T"; E 2) ~ ego (T. ;  E 2) d6fini par 

Remarquons que 
(d2 x2)(o) = A2 (g- 1(0)) X2 (g- 1(0)). 

Afin de 

b~(a~)s< 1, (a~)Sb~< 1, O < j < k - 1  
b~(b~)~(a~)J < 1, O<i+j<=k-2 

ne pas trainer un indice N dans tous 

dans I1.1.6. 

dans II.1.7. 

les calculs, nous noterons 
nouveau F ' / l  la place de ff 'N, b 1, b 2, a 1, a2/t  la place de b~, b2 N, e~, e2 s. 

On note F' = G + H u n  rel~vement de F' i~ IR" x E, avec 

G(O, x) = (g(0), A (0)x), H(O, x) = (h(O, x), R(O, x)). 

On notera R 1, R 2 les composantes de R sur E 1 et E z. 
Supposons F et F' de classe C 2, donc R de classe C 1 en 0, et soit e > 0  tel 

que, pour tout 0~F,.", 

Ilh(0,0)ll <e, 

Rappelons que R (0, 0) = 0: 

Oh 0 ~(o, ) <=5, -S-~-x(o,o) <5, i=1,2.  

Soit E(2z) la boule de E de centre 0 et de rayon 2z; il existe K > 0  tel que les 
majorations suivantes soient v6rifi6es pour 0, 0'~IR", et x, x'~E(2z). On a not6 r/ 
=e+2Kz:  



Bifurcations de tores invariants 121 

(1) IIh(O,x)-h(O,x')ll 
(1') Ith(O, x)ll 
(2) IIh(O,x)-h(O',x)ll 
(3) IIR,(O, x)-R,(O, x')ll 
(Y) IIR,(0, x)ll 
(4) Ilez(0,x)-Ri(0', x)ll 

~Klrx -x ' l l ,  
~ e + K  Ilxll ~r/, 
< ( e + K  Ilxl[)IlO-0'[I ~ ~/110- 0'11, 
<(~ + g sup(llxtl, I/x'[I))IIx-x'll _-<~/IIx-x'll, 
<=(e+K Ilxll)Ilxll _-<~/Ilxll, 
< K  Ilxll I10-O'lt < 2 K z  I10- O'll. 

II suffit de prendre pour K un majorant sur ~,"x E(2z) de 

Oh(o ' r 63 X X) , ~ ( O , x )  , 6q2Ri 0 632Ri T~-~( ,x )  , o~-~(O,x) 

(normes dans les espaces correspondants d'applications lin6aires ou bilin6aires). 
Quit te/ l  changer K, on peut supposer qu'on a 6galement 

IIAg(O)-A~(O')IJ < K II0- 0'l], 

IlA;l(O)-A2X(O')ll <=K IiO- o'11. 

(5) 
(6) 

Enfin, rappelons 

(7) 
(8) 

IIA,(O)II <bl ,  
II D g( O)ll ~ 0~ 1, 

IIA~-X(0)ll <b 2, 
[]Dg- X(O)ll <=c~ 2. 

Rappelons 6galement que nous identifions syst6matiquement les fonctions 
sur T"x  A aux fonctions 2P-p6riodiques sur R " x  A: tousles  calculs sont faits 
sur le rev6tement universel IR" x E de T" x E. 

D6monstration du Th6or6me 11-1.6. 

11-1.9. Existence de la vari~td instable ~22. Soit 

0 _~(P: T"xE2(z)~E1 de classe C ~ Ilrp(O, x2)ll<=_z} 
A~"-(llq)(O, x2)-q~(O',x'2)ll < Iix2-x211 + ?  II0- 0'11. 

Muni de la topologie C ~ A~~ est un espace m6trique complet (voir [16], [17]). 
z Nous allons montrer que, si e, z, 7, - ,  sont assez petits, P d6finit une contraction 

C de A~~ par la formule 7 

graphe(C q~) = ff'(graphe de q~). 

II-l.10. Lemme. On peut choisir e, z, y assez petits pour que, pour tout q)eA~ et 
tout xzeE2(z), rapplication f~o,x2: IR"~IR" dOfinie par 

f~,x2 (0)=g(0) + h(O, (p(O, x2), x2) 
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soit un lip~omorphisme* de IR". En particulier, fo,x2 dOfinit, en passant au quotient 
par 77", un lip~omorphisme f~,~2 de T" sur T". 

D6monstration. f e , ~ - g  = ho,~ est d6fini par 

h~o,x2(O) = h(O, qo(O, x2) , x2). 

Les l ip6omorphismes 6tant ouverts dans l 'ensemble des applications lipschitzien- 
nes de T" dans T" et g d6finissant un l ip6omorphisme g de T", il suffit de 
mont rer  que ho,x2 est petit  dans la topologie C ~ de Lipschitz. Puisque 

il vient 
(q~(O, x2),x2)~E(2"c) si xaeEz(z), 

II h(0, ___c+2K z = t/, 

I[h(O,q,(O,x~),x2)-h(O',~o(O',x2),x2)]l ~(~ +K7)II0- 0'11 
ce qui d6montre  le Lemme. 

I I - l . l l .  Lemme.  On peut choisir e, z, 7 assez petits pour que, pour tout qoeA~~ 
l'applieation 

Fo: IRn• Ez(Z)---~]RnX E2 
dOfinie par 

Fo(O, x2)= (f~,.x2(O), A2(O ) x 2 + R2(O, (p(O, x2), x2) ) 

v~rifie F~(IR"xEz(z))~IR"XEE(Z), et admette sur IR"xEz(z  ) un inverse 
lipschitzien. 
D6monstration. On cherche & r6soudre le syst6me 
(i) O=f~.x~(O)=g(O)+h(O,q)(O, xz),X2), 

(ii) Yc2=az(O)x2 + Rz(O,q)(O, xz),X2). 
On r6soud (i) par le Lemme pr6c6dent; on a les majorat ions  suivantes, en 

posant  
0' = fe-21 { 0) = g-  1 (0 -  h(O', (p(O', x2) , x2)), 

]]0--0'H _-<c~ 2 I[h(O, (p(O, x2),x2)-h(O',  r x2)11 
_-< c~2 t / l]0-0 ' l l  +o~2K(2 I lx2-xi l [  +7  [10- 0'll) 

donc  

avec 
IrO-O'll ~ P. I]xz- x~ll 

P ~  

Pour  r6soudre (ii) on l'6crit 

2 a 2 K  
1 - -  ~2(r/-+- K 7)" 

x 2 = A 2 (0 ) - '  2~ 2 - A 2 (0)-1 R2 (0, (p(0, x2), x2). 
--1 Si on remplace 0 par sa valeur fr donn6e par  (i), on obtient  

x 2 -=p(O, Yc2,x 2) 

* C'est-/t-dire un hom60morphisme lipschitzien ainsi que son inverse. 
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que l'on peut r6soudre par la m6thode du point fixe si . ~ 2 G E 2 ( ~ ' ) ;  e n  effet, si x2, 
. ~ 2 ~ E 2 ( ' t ' ) ,  o n  a 

Hp(O,22,Xz)]]<=bzz+2b2tlz=bz(l+2rl)z quiest  <T si q = e + 2 K z  

est assez petit (puisque b z < 1). D'autre part, sous les mames hypoth6ses, 

Donc 

II p(O, ~q, x~) - p(O, ~c2, x'2)[I 
__<K ]10-0'[1 (z+2t /z )+b  2 [2Kz ]10-0'H +2q Hx 2 -x21 ] +r/y ]IO-O'H] 
=[K(1 + 2b2 + 2tl) z +b2rlY ] II0-0'll + 2b2rl IlXg-X~ll. 

11P(O, 22,x2)-P(O, 22,x'2)11 ~Q" IIx2- x~ll 

avec Q = 2 b 2 q + P S  , oh, 

S=K(1  +2b2+2q) ' c+b2t lT=K[1  +2b2(1 + 7) + 2t/] z+bzy& 

I1 reste /l remarquer que P=0(1) ,  S=O(z+?e) ,  Q=O(z+e)  lorsque z et e 
tendent vers 0. I1 faut encore montrer que 

F - l :  IRnx E2('c)c--*IRnx E2(z) 

est lipschitzien: s o i e n t  ( 0 , 2 2 )  , (O',x2)u. IRnN E2(z ) et 

~ t l - 1 t ~v (O,x~)=r~-~(O,x~),(O,x~)=r~ (O,x~). 

On ales  majorations 

II0-0'11 _-<o~ 2 II0-0'LI +%(t/+ KT)II0-0'll +2~2K IIx 2 -x211, 
IIx2-x~ll <bz 11~2-)Z~ll +S II0-0'11 +2b2~ IIx2 -x~ll 

qui s'6crit encore 

IIo-o'11< ~ x' = 2 1  IlO-O'll+Pllx2- 211, 

b2 S 
IIXN-X2ll < ll)?2-~ll 4 - -  = l - 2 b 2 q  1 - 2 b 2 q  

d'ofi on ddduit 

IIo-o'lL 

<P(1 - 2 b2 t/) 
IIO-O'11 = 2 K ( 1 - Q )  Iio-o'11 + 11~2-~11, 

b2 PS 
2K(1 - Q )  II0-0'11. 

Le lemme est donc d6montr& 
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1I-1.12. D6finissons maintenant C par 

( C q))(O, Yc2)= Al (O) qg(O, x2) q- Rl (O, q~(O, x2),x2) 
off (O, x2)=F~-1(0,22) pour ~2~E2('r), et montrons que C applique A~~ dans lui- 

m6me si e, z, V, - sont assez petits: 
7 

ll(C~o)(0,~Z2)ll < b l z + Z r / z .  

Donc I[(Cq~)(0,22)11 <z d6s que 2q < 1 - b  1 

I1( C ~o)(0,~2)-( c ~o)(0',~'2)11 < g ~ II0- 0'11 
+ bx(llx2-x~ll +~ II0-0'11)+ 2Kz II 0-0'11 +n(2 IIx2-x~ll +~ II0-0'13 

=(bx ~,+2Kz + n 7)II0-0'11 +(b~ +2r/)IIx 2 -x~ll 
[ P ( l - 2 b 2 r / )  P S ]  < (bx~+2Kz+rl~)2~1-----~ ~-(b~+2rl)2K(--1--Q) IlO-O'll 

+ [(bl g+ 2Kz +rly)~Q +(bx + 2rl) lb_aQ] llYcz-2211  9 

Autrement dit, 
II(C~o)(O,22)-(C ~0)(,0' 2'2)11 

< ?  [bx~2+O (~+~+,)] l,0-0'll +[ba b2+O(,+t+e)] 11~2-~11. 

"C 

Donc Cq~A~,r" d6s que e, z, ~, - sont assez petits. 
7 

I1-1.13. Montrons enfin que C est une contraction dans l'espace A ~ Soient q~, 
t 0 . r eA~,~, notons 

(O,x~)=r~-l(O,~), (O',x'~)=r~.~(O,~9. 

On ales  majorations 

110-0'11 ~ 2 ~  II 0-0'll +~2K(2 IIx2-x~ll-+-~ II 0-0'11 + II~- ~'110), 
IIx2-x~ll <S II0-0'11 +2b2 rt IIx2 -x~ll +b2rt IP~o- ~o'rl o, 

ce qui s'6crit encore 

P 
II0-0'11 ~ - I / ~ - ~ ' l t o  + P  IIx2-x~lt, 

[Ix2--x~[[ < bzr/ 
= l - 2 b 2 r  / 

S 
- - 1 1  ~ - ~'11 o -~ q-2b2--1 II 0 -  0'11 

d'ofi on d6duit 
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P 
II0-0'l[ < ll~-qr =2(1 - Q )  

Q 
IIx2-x~ll < IIq~- qr =2(1 -Q) 

Enfin 

I1( C q~)(0,~2)-( C ~o')(0,~2)11 < K z II0- 0'11 
+bdllx2-x211 +~ II0-0'11 + IIq~-qr o)+ 2KT II0- 0'11 
+r/(2 IIx2 -x%ll +~, II0-0'11 + II q~- ~o'11 o) 

=(b~ ~+3Kz+ny)II0-0'1t +(b~ +2n)IIx2-x~ll +(bx +r/)Itq~- ~o'11 o 
< [(bl V+ 3Kz +rly)P +(bx + 2t/)Q ~_bx +r/] I1~0- qr 
= 2(1 - Q )  

c'est-/t-dire 

II(Cq~)(O,s163 _=(b x +O(z+e+7))Ilq'-qr 0. 
"C 

L'application C poss6de donc un unique point fixe (P2eA~~ d6s que e, 7, z, - 
7 

sont assez petits, et que b~ < 1, b 2 < 1, b~ c< z < 1. On note ~ (resp. ~2) le graphe 
de (P2 dans N" x E (resp. T" x E). 

Remarquons  que le sous-espace ferm6 de A~~ form6 des (p telles que 
(p(O,O)-O est invariant par C; donc cP2(0,0)-0. 

Le fait que C soit une contraction dans A~~ entraine imm6diatement que ~2 
(resp. ~2) est localement at tractante pour F' (resp. le'); plus pr+cis6ment, si 
(0, X D X2)~]R n X E(z), et si 

(0, 3~ 1' 3~2) = F'(O, x 1, x2) e]Rn x E(z), 
on a 

]Ix1- q~2 (0, x2)]]--<(bl + O(z + e+  7))]Ix,--(pz(O, x2)]] 

(le rapport  de contraction &ant celui de C): il suffit de consid6rer un ~oeA~~ tel 
que xl=~p(O, x2), et tel que [[~o-~p2[[o = []x 1 -(p2(0,x2)[[. 

On en d6duit que si (0, xl,  22)~1R" x E(z) v6rifie 

, p  Vpe•, 3(O, xI, x2)~IRnxE(z) tel que (F) (O, x1, x2)=(O,.~1,.~2), 

alors (0, 9~1, D~2)~22" 
R6ciproquement, si (0, q~2(0, 22), 2 z ) ~ ,  on a 

~2(O,~2)=( C ~o2)(O,~2)= Al (O) ~o(O, x2) + R, (O, ~o(O,:~2),:~2), 

avec (0, x2) = F~- 1 (0, 22)~1R" x E2(z ) bien d6termin& Ceci s'6crit encore 

F'(O, (p(0, x2)  , x 2 ) =  (0, ~02(0 , 3~2) , 2~2). 
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~2 c~lR" x E(z) se caract&ise donc comme 1'ensemble des (0,21,22)elR" x E(z) 
tels que, pour tout p e N ,  il existe 

(O, xl ,Xz)eN'xE(~ ) avec (F')v(O, x1,x2)=(0,21,22). 

Enfin, si V'(O, q)2(O, xz),X2)=(O, q)2(0,22),22)e~Uz2, on a 

IIx211 = IIp(O,22,x2)ll <b2112211 +2b2r/tlx21l, 

donc IIx211< b2 b2 11:~211 ; puisque . , - 2 b 2  ~ < 1 1  si e et z sont petits, on voit que, 
~ 2 b 2 ~  

sur ~2, (F')-P(O,~o2(O,2z),-~E)tend vers IR" •  lorsque p tend vers + ~ .  

1I-1.14. Lorsque F, F '  sont de classe C k, k > 2 ,  on peut remplacer A~~ par un 
espace de fonctions (p: T" x E 2 ( r ) ~ E  1 de classe C k-2 dont les d6riv6es jusqu'a 
l 'ordre k - 2  sont born6es en norme C ~ par certaines constantes bien choisies; 
un tel espace est complet pour la topologie C k-2 et des majorations analogues 
celles qui pr6c6dent montrent  que C d6finit une contraction de ce nouvel espace 
pour la topologie C k- 2 (en fait, il suffit de le montrer  pour la topologie C ~ voir 
[16]). 

Cette technique 6tant classique, nous nous contentons de renvoyer le lecteur 
/t [16] (pour se persuader du bien fond6 des hypoth6ses, examiner* le cas od 
F'(O, X1, X2) = (g(O), A 1 x1, a 2 x2) ). 

Alternativement, on peut faire comme dans [10] un raisonnement par 
r6currence en faisant agir F'  sur les sections d'un espace de jets. 

II-l.15. En ce qui concerne la vari6t6 r le raisonnement est le m~me, le 
syst6me d6finissant F~ 6tant remplac6 ici par le syst6me 

(i) O=g(O)+h(O,x,,q)(O,x,)), 
(ii) 21 =Al(O)x 1 +Ra(O, Xl, tP(O, xO) 

et l '6quation du point fixe (p = q)l devenant 

q)(0, X1) = A 21(0) q)(0, 21) - -  A 2 '(O)R2(O , X1, q~(0, Xl) ), 

II-l.16. Arriv6s I/t, nous avons d6montr6 le th6or6me II.1.6. au remplacement 
pr6s de F'  par un it6r6 (F') N d'ordre assez 6lev6. On remarque alors que les 
points de F'(~11)nlR" x E(z ) et F ' (~z)nIR" x E(~) v6rifient les m~mes propri~t6s 
caract6ristiques que les points de ~ c~ IR" x E(z) et ~ c~ IR" x E(z) respectivement 
(cel/t vient de ce que F'  et F 'Np commutent). On en d6duit que ~ et ~22 sont 
laiss6es localement invariantes par F'. 

Enfin, si (0, 21, 22)e~22 (par exemple) est assez proche de lR"x0,  les itdr6s 
(F'F-N(O, 2a,22), 0 < p <  N, sont encore dans ~22, et on en d6duit imm6diatement 
que tous les it6r6s (F')-P(0,21,22) sont d6finis dans ~ et tendent vers IR"x0  
lorsque p tend vers + ~ .  

Le th6or6me II-1.6. est ainsi d6montr& 

* On applique la technique de d6monstration comme si on ne connaissait pas la 
solution triviale. 
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11-1.17. Remarques. On trouvera dans [6] et [10] des formes plus g6n6rales de 
II-1.6. En particulier, si E est de dimension finie, un argument de lissage de fibr6 
normal remontant 5. WHITNEY permet de montrer qu'il n'y a pas de perte de 
diff&entiabilit6 sur les vari6t6s invariantes. 

D'autre part, les hypoth6ses sur al,  o 2 entrMnent automatiquement que o~i 
=F~ espace des sections continues d'un sous-fibr6 (i de T"•  et le 
th6or6me est encore vrai dans cette situation. 

Enfin, pour 6valuer par exemple les constantes de LIPSCHITZ de Cq~, il suffit 
de majorer II(Cq~)(0, )Zg-(Cq~)(0', ~Z2)[I pour (0, x2) et (0', x2) assez proches l'un 
de l'autre. On s'aperqoit alors que, plut6t que b 1 c~ 2, c'est la quantit6 plus locale 
supllAl(0)l I []Dg-l(g(0))l] qui intervient. De telles quantit6s sont li6es aux I- 
OE T" 
spectrographes de F pour l>  1 (voir les exemples du paragraphe II.2.). 

II-1.18. Corollaire de II-1.6. Sous les hypothkses du thdordme II-1.6., le tore T" • 0 
invariant par if' est instable si E 2 est non rdduit d {0}. 

11-1.19. Remarque. Si on suit les majorations de la d6monstration de II-1.6. on 
constate qu'il existe des constantes C~,Dj, O < i , j < k - 1  ayant les propri6t6s 
suivantes: le th6or6me s'applique d6s que l'analogue ~N de e relatif 5. (F') u v6rifie 
des majorations du type 

(, 1 t 
Ceci est en particulier v6rifi6 dans le cas suivant que nous rencontrerons plus 
loin: # est un param~tre r6el positif suffisamment proche de 0; 1 - b  et a -  1 sont 
de l'ordre de/~; 1 - f l ,  s - l ,  e sont des o(~). 

1I-1.20. Remarque. On peut refaire la d6monstration de II-1.6. en rempla~ant 
l'hypoth~se R ' ( 0 , 0 ) - 0  par l'hypoth~se: R'(0, O) est major6 en norme par e l ~ r  
ainsi que ses d6riv6es en 0. Ceci d6montre la persistance d'un tore T ~ invariant 
pour if'. La remarque II-l.17. s'applique encore 5. cette situation qui est bien 
connue. 

D~monstration du Th~or~me 11-1.7. 

II-1.21. Nous commenqons par le cas ot~ F et F' sont de classe C 3. Apr~s avoir 
6ventuellement remplac6 F' par (F') N, on se ram6ne 5. la situation d6crite en II- 
1.8.; on a en particulier les estimations (1)/l (8) avec 

b x < l ,  bxb2<l ,  blct2 <1. 

On notera cependant qu'on a suppos6 A2(0 ) ind6pendant de 0 et que l'hypoth6se 
k > 3 permet de remplacer (4) par, 

(4') IIRi(O, x ) -RdO' ,  x)ll < ( ~ + K  Ilxll)" Ilxll" II0-0'11 
<2  rt-c I10-0'11. 

GO2 Ri O) ~C., 633Ri 0 X) 
On a suppos6 que 0 ~ - x  (0, et que ~x2x2 ( , < K  sur IR" • 
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On commence par faire le changement de variables 

qui nous ram6ne au cas off F' -G est petit dans la boule unit6; on tronque 
ensuite par la fonction p de l'hypoth+se afin d'obtenir une nouvelle application 
F"  d6finie sur IR" x EI(1 ) x E 2 tout entier (c'est une des fa9ons de contourner le 
probl6me de l'impossibilit6 d'une d6finition locale de C, due ~ b 2 > 1). 

On d6finit donc F" par 

F"(O,x)=G(O,x)+p(x2)(h(O, ~x), ! R(O, ~x)) 

off x=(x 1, x2). En particulier F"(O, x)=G(O, x) pour Ilx2[I ~ 1. 
Par abus de notations, nous noterons encore 

avec 
F"=G+H, 

G(O, x)= (g(O), A(O)x), H(O, x)= (h(O, x), R(O, x)). 
Les estimations (1) ~t (8) deviennent des estimations valables dans 

IRnxEl(1)xE2;  par exemple, (1') reste IIh(O,x)ll<rl puisque h(O,x)=O pour 
Iix211 >_- 1, et que si Ilxl II < 1, IIx211 < 1, "~(xl,x2)eE(2"c ). De m~me 

lip(x2) h(O, zx ) -p (x2 )  h(O, zx)l[ < sup IIF(x2)II  9 [Ix/-x~[I  9 IIh(0, ~x)]l 
+ IIh(0, rx)-h(O, zx')[[. 

Quitte ~ changer K, on peut supposer que sup IIp'(x2) l[ < K, et (1) devient 

IIh(O, x ) -  h(O, x')ll ~ K (~ + O IIx-  x'll . 

Plus g6n6ralement, on obtient 

(1) Ilh(0, x)-h(O, x')ll =< k(,1 + 0 IIx-x'll, 
(1') Ilh(0, x)l[ <r/, 
(2) lib(0, x)-h(O', x)ll _-<~ I I0 -  0'11, 
(3) lIRa(O, x)-Ri(O, x')l[ < ( 2 K +  1) r/IIx-x'll, 
(3') IlRg(0, x)/I < inf(t/Ilxll, 2r/), 
(4') IIRi(0, x)-Ri(O', x)rl <2r / I I0 -  0'1[. 

Par cons6quent, &ant donn6 2 > 0, on peut assurer, s ie  et ~ sont assez petits, 
que les majorations ci-dessous ont lieu dans tout lR"x E l ( 1  ) • E 2 

(1) [Ih(0, x)-h(O, x')ll <;~ IIx-x']l, 
(1') IIh(O, x)[l < 2, 
(2) IIh(O, x) - h(O', x)II _-< 2 II 0 -  0' II, 
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(3) lIRa(0, x)-R~(O, x')ll __<it IIx-x'll, 
(Y) IPR,(O, x)ll <inf(2 Ilxll, it), 
(4') II&(0, x)-R,(O',  x)H <2  II0- 0'11. 

La d6monstration se poursuit maintenant  de faqon analogue ~t celle du 
Th6or6me 11-1.6. avec l'espace fonctionnel 

A ~ _~qg: T" x E 2 ~ E  1 de classe C ~ lifo(0, x2)ll_---M, 
M, ~,1 - [  11~o(0, x2)-~o(O', x~)JI _-< II0- 0'11 + [Ix2 -x~ll 

qui est m6trique complet pour la norme C ~ 

11-1,22 Lemme. On peut choisir it assez petit pour que, pour tout q ~ A  ~  
(M < 1) et tout x 2 6EE, l'application s IR"--+~," dOfinie par 

f~o,x2(O) = g(0) + h(O, fp(O, x2) , x2) 

soit un lipOomorphisme de N". 

D~monstration (comparer fi celle de II-l.10.). 

Ilh(O, ~o(o, x2), x=)ll _-< 
Ilh(O, qg(O, x2) , x2)-h(O',  ~p(O', x2), x2)[] 

_-<,Z(ll 0-0'11 + lifo(0, x2)-~o(0', x2)[I ) 
<2it II0-0'11. 

I1-1.23. Lemme. On peut choisir 2 assez petit pour que, pour tout qgeA ~ 1, 
l'application 

F~: ~;~n X E2-+ ]Rfi x E2, 
d~finie par 

F~(O, x2)= (f~,xz(0), A 2(O)x 2 + R2(O, qg(O, x2), Xz) ) 

soit un lipkomorphisme. 

D~monstration (comparer ~t celle de II-l.ll .) .  On cherche ~ r6soudre le syst~me 

(i) ~ O= fe,x2(O ) =g(O)+h(O, qg(O, x2), Xz) , 
( i i ) )  ~ 2  =A2xz  +R2 (0, ~o(0, x2), x2). 

On r6soud (i) par le lemme pr6c6dent; on a l e s  majorations suivantes, en 
posant 

0' = f s  g- l (O-h(O' ,  r x'2), x2)): 

II0-0'11 < ~2it(2 II0-0'11 +2 Ilx 2 -x211) 
donc 

II0-0'11 __<2,~e. IIx2 -x~ll, 
avec 

p _  ~ 2  - %  +0(2) .  
1 --2~2it 
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Comme en II-1.11., (ii) s'6crit x2 =p(0, 2~ 2, x2) que l'on r6soud par la m6thode 
du point fixe pour tout ~2 eE2; en effet 

lip(O, 22, x2) - p(O, ~2, x'2)II < b22(2 II 0 - O' II + 2 IIx 2 - x~ It) 
< 2 b 22(2 2P + 1)Ilx 2 - x ~  II. 

I1 reste/t voir que F~ ~ est lipschitzien (pour F~ c'est 6vident): Soient (0, x2), 
0' x'~ , 2tE~nxE2, et 

(0, ~9  =r~(o, x 9, (o', 2~)= L(o' ,  x~) 

I10-0'11--<~2 I10-0'11 + ~22(2 IlO-0'11 + 2  IIx2-x~tl), 
Ilx2-xill--<b2 Ilx2- 272 II + be 2.(2 II0-0'11 + 2  Ilx 2 - 12  II) 

qui s'6crit encore 

d'ofi on d6duit 

IlO-fill < P  II O-~'11 + 2 2 P  IIx2 -x211, 
r ~ ~ r  Ilx 2 -XNll < s  Ilx 2 -x2ll  + 2 2 s  I10- 0'11 

( a v e c S = l  _b2=bz+O(2.))2b22 

P 
I10-0'11 < 1 _ 4 2 . 2 p s  IlO-gll + 

22.PS 
1 _ 4 2 2 p s  11~2-)72 II, 

S 22PS 
IIx2-x~ll--<1-422ps 112~2 -2211-t- 1-42.2 PS I j0-  0'l[. 

Remarquons que c'est dans ce lemme qu'intervient l'ind6pendance de A 2 par 
rapport ~ 0. 

II-1.24. D6finissons comme auparavant C par 

( C q2)(O, ~c2)= A l (O) q)(O , Xz) + R, (O, (p(O, x2), x2) 
off 

(o, x2)= r~ '(0, ~2) 
et montrons que C applique A ~ dans lui-m6me si 2, M, 2/M sont assez 

M , I , I  

petits: 
II(C~)(O, ~2)11--<blM+2 exige 2==_(1 -b l )M,  

H(c ~)(0, ~2)-(C~)(0', 2~)11 
< K M  II0-0'11 +bl(llO-O'll + Ilx2-xill) + 2(2 fix2-xill + 2  II0- 0'11) 
= ( g M + b  a +22.)II0-0'11 +(bl  +22.)IIx 2 -x~ll 

1 < [(KM+b a +22.)P+(b x +22)22.P5] II0- 0'11 = 1 - 4 2 2 p s  
1 

+ 1 - 4 2 2 p s  [(KM+b~ +22) 22PS+(bx+22)S] 1122-2~11. 



Bifurcations de tores invariants 131 

Autrement dit, 

[l(C to)(O,-~2)- (C to)(0',-'~2) [[ 
<=[b,c~2 +O(2 + M)] II0-0'11 +[bl b2 +O(2)] 11~2-~211. 

Donc C to e A ~ 1,1 si 2, M, 2/M sont assez petits. 

II-1.25. Montrons enfin que C est une contraction dans l'espace A ~ muni de M , I , 1  
la norme C ~ Soient to, to' ~ A ~  1,1 ; notons 

(O, xg=rs (O',x'9=r~'(O,~ 9 
on a les  majorations 

I10-o'11 < e12(2 IiO-o'1t +2 IIx2 -x~ll + Ilto- to'll o), 
IIx2 -x~ll < b22(2 I10-0'11 +2  IIx= -x~ll + Ilto- to'llo), 

c'est&-dire 
IIO-O' 

IIx2 - x'z 

d'ofi on d6duit 

Enfin 

, 0 - 0 '  

I~2ZP Ilx 2 -1211 + 2 P  Ilto- to'llo, 
_ 2 2 s  II0-0'11 +2S Hto- to'No 

<2P(1  +22S)  
1_422PS  Ilto- to'lto, 

, < 2 S ( 1 + 2 2 P )  to, 
[Ix2-x2l[ = 1 _ 4 2 2 P S  Ilto- tlo. 

II(C to)(O, &)-(cto')(O, ~z)l[ 
<=KM I10-O'll +bl(llO-O'll + IIx2 -x211 + Ilto- to'tlo) 

+2(2 I10-0'11 +2 llx 2 -x~ll + Ilto- to'll o) 
= ( K M + b ~  +2;0 IlO-0'11 +(b~ +22)IIx2-x~ll +(b, +~)Ilto- to'lJ o 

2 [(KM+bl+22)P(l+22S ) 
= 1 - 4 2 2 p s  

+(b t +22)S(1 + 2 2 P ) ]  + b ,  +2 t IPto- to'll o 

c'est-fi-dire 

II(C to)(O, &)-(cto')(O, ~911 ~l-b, + o(A)] IIto- to'lto. 
L'application C poss6de donc un unique point fixe to2 dans A ~ si 2, M, 2/M M , I , 1  
sont assez petits. 

Ici encore, le sous-espace de A ~ form6 des t o telles que to (0 ,0 ) -0  est M , I , 1  
invariant par C, donc to2(O, 0)=0. 

Toujours comme en II-1.6., le fait que C soit une contraction dans A ~ M , I , 1  
entraine que le graphe ~Uz" de to2 dans 1R"x E (resp. le graphe ~/?~' de to2 dans 
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T" x E) est at tractant  pour F" (resp. if"): plus pr6cis6ment, si 

(0, X1, X2)EIR n X EI (M ) x E2, 
et si 

(0, 971, x2)=F"( O, xl, x2) eNn x El(M) xE2,  
on a 

11971 -(/)2( 0, 972)[1 < [ b l  +0(5[)] Jig 1 -q)2(0, x2)[[ 

(le rapport  de contraction &ant celui de C). 
On d6duit de ce qui pr6c6de que, si (0, 21, 22)~N" x EI(M ) x E 2 v6rifie: 

V p e N ,  3(O, Xl ,X2)elRnxEI(M)xE 2 

tel que (F")v(O, xl, x2)=(0, 971,3?2), alors (0, 971,972)e~2 ''. R6ciproquement, en 
6crivant C~02=q~2, on montre que les points de ~g72' ont cette propri6t6 (avec 
(0, xl,  x~)e~;').  

f '2' se caract6rise donc comme l'ensemble des 

(0, 971, x2) elR~ x E I (M ) x E 2 

tels que, pour tout  p ~ IN, il existe 

(0, Xl, x 2 ) e N  ~ x E I (M ) x E 2 avec (F")P( O, Xl, x2)=(0, 971,22). 

Enfin, siF"(O,~o2(O, x2),x2)=(O, q32(02, 2), 22) e~"2, on a 

mais 
IIx211 = lip(0, 9?2, x2)l[ <=b2 112211 +b25[(llx211 + 11~02(0, x2)ll) 

11~o2(0, x2)ll _-< I)P2(O, 0)l[ + Ilx2tl = tlx2l[ 

donc []x2[I < b2 bib2 = 1 - 2 b 2 5 [  [[9721[, d'ofi on d6duit b I IIx211 ~rllg?2ll, r -  1 _ 2 b 2 ~  

On en d6duit que, si (0, 971, 22)e f~ ' ,  et si 

<1. 

F ' I  aPr X2)=(Op,(Xl)p,(X2)p)~'~2 t, o n  a lim b~(x2)p=0; p~ + cx3 

autrement dit les points de U~' ont des it6r6s n6gatifs sur ~/r~, dont  la dis tance/ t  
lR"x 0 croit moins vite que la suite b~ -p. 

11-1.26. En ce qui concerne la r6gularit6, nous ne serons pas plus prolixes que 
pour le Th6or6me 11-1.6.; encore une fois, le bien-fond6 des hypoth6ses apparait  
d6j/t sur le cas off 

F'(O, Xl, X2)= (g(0), A 1 X1, A2X2). 

II-1.27. On d6duit de ~ff~' (par le changement de variable (0, x)~(O,'cx)) une 
vous-vari6t6 ~ff2 de IR" x E contenant  ~ "  x 0 qui est localement invariante par F', 
et localement at tractante pour F'. Bien entendu, on a perdu en route l'unicit6 
(choix de z et de p). 
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I1-1.28. I1 nous reste fi passer de (F') u ~t F', ce qui est 16g6rement plus d61icat que 
dans le cas hyperbolique. 

Tout d'abord, au lieu de modifier (F') N pour obtenir F", on modifie F' en F" 
et on travaille avec (F") N. (Remarquer qu'il faut tronquer F' en x 2 assez pr6s de 
0 pour que (F")N(O, x)=GN(O, x) si Ilx2]l => 1). I1 est possible de proc6der ainsi car 
N e s t  d6terminb par la seule donn6e de G. 

Etant donn~s M et 2 assez petits avec ~ assez petit , on obtient donc un 

F" et une sous-vari~t6 ~ '  de lR"x EI(M ) x E 2 invariante par (F") N. 
Bien entendu F"(f ; ' )  n'a /t priori aucune raison d'Stre contenue dans N" 

x E l ( M  ) xE2,  mais si 2 est assez petit il existe M' tel que 

F"(IR" x El (M') • E 2 ) ~  n • EI(M ) • E 2. 
On choisit 2 assez petit* pour que (F") s d6finisse une contraction C non 

seulement dans A ~ mais aussi dans A ~ On a alors M,I ,1  M',1,1" 

~2'c1R" x EI (M' ) x E2, 
et donc F"(~2") ~IR" x E I ( M  ) x E  2. 

Puisque F'~ commute avec (F") N (c'est pour avoir ceci qu'on a commenc6 par 
modifier F'  au lieu de modifier directement (F')N), on voit que les points de 
F"0e~2 ') v6rifient la propri6t6 caract6ristique des points de ~2' (consid6r6e 
comme d6finie par la contraction C de A ~ 1,1), et donc F"(Y/~') -- ~ ' .  

On en d6duit que ~r est localement invariante par F'. 
En ce qui concerne le caract6re attractant de ~/r 2' pour F", on fait le mSme 

type de raisonnement, en s'arrangeant cette fois-ci pour choisir M' et /l assez 
petits pour que 

VO<=p<=N-1, ( F " ) P ( I R " x E I ( M ' ) •  
Les it6r6s tF"~P*qN(o,X-,x-) d'un point de IR" •  ) •  2 tendent donc vers 
U2' lorsque q tend vers + oo, ce qui montre que (F")'(O, x l , x z )  tend vers ~2' 
lorsque r tend vers + 0o. 

On en d6duit que YY2 est localement attractante pour F', ce qui termine la 
d6monstration du Th6orSme I1-1.7. 

II-1.29. Remarque. Dans 11-1.6. et II-1.7., les hypothSses spectrales sur z (~  
n'interviennent plus si g: T " ~ T "  est Cl-conjugu6 ~t une rotation (01 . . . .  ,0.) 
~ ( 0 1  + ~ i  . . . .  , 0 .  + ~.). 

En effet, S0(z(g-) ) est alors contenu dans le cercle unit6. 
Le paragraphe suivant donne des r6sultats beaucoup plus prbcis lorsque n 

~-~1. 

11-2. Le cas particulier d'un diff~omorphisme de T 1 x ~, 
au voisinage de T 1 • 0 

II-2.1. Notations. if: TI•  T I • 2 1 5  T I •  est, au voisinage de 
T 1 x 0, un diff6omorphisme de classe Ck; on lui associe F, G, G comme au para- 
graphe pr6c6dent; en particulier 

* Remarquer que ceci rend d'autant plus locale la vari6t6 ~2 qui nous int6resse. 
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G: R x ~ R x R  
s'6crit 

G ( O, x)= (g(O), a( O) x), 

off g est un rel~vement de g~Dif~o(T1), et o6 a: TI~]O,  +oo[  est une fonction 
de classe C k -  1 

Soient ap, bp: T ~ I R  les fonctions de classe C k-~ d6finies par 
p - 1  p 

ap(O)= 1-I a(g~(O)), bp(O)=ap(g-P(O)) = ]-I a(g-i(O))  9 
i = 0  i = 1  

On a les formules 
c (o, x) = a (O) x) 

( d  p X) (0) = bp (0) X (g- p (0)). 

Lorsqu'on parle du/-spectrographe de F, on sous-entend que k > l + 1. Enfin, 
comme pr6c6demment, on ne distinguera pas entre fonctions de T 1 dans ]R et 
fonctions 2Lp~riodiques de P~ dans 1R. 

Nous envisagerons successivement le cas off g est structurellement stable 
(c'est le cas g6n6rique au sens de la cat~gorie de BAIRE; voir [2]) et le cas off le 
nombre de rotation de g est irrationnel (c'est un cas fr6quent au sens de la 
mesure, voir [2] et [9]). 

Dans le premier cas, le spectrographe de z(g-) peut contenir toute une 
couronne; dans le deuxi~me il est inclus dans le cercle unit& 

11-2.2. Cas off ~, est structurellement stable, g poss~de alors un nombre fini de 
cycles stables de points p6riodiques alternant avec un nombre 6gal de cycles 
instables (voir [2]); la p6riode commune est q si le nombre de rotation de 

m 
s'6crit sous forme irr6ductible p(g-)=--. Tous les points p6riodiques de (g-)q sont 
donc fixes. On notera q 

Per (g-) = Per s (3) • Pert (g) 

l'ensemble des points p6riodiques de g d6compos6 en points fixes stables de (g-)q 
et points fixes instables de (g-)q. 

II-2.3. Lemme. Sous les hypothdses qui prdcddent, le O-spectrographe de ff est 
bornd par 1 1 

so(F)= [ sup aq(O)]q, io(if)=[ inf aq(O)]q. 
0ePer(~)  0EPer (~) 

Le 1-spectrographe de if est bornd par 
1 

s, (if) = [ sup (sup(aq(O), a.(O) D g-q(o)))]q, 
O~Per (~) 

1 
i 1(if)= [ inf (inf(%(O), aq(O) Dg-q(o)))]~. 

OePer(g) 

D6monstration ( esquisse ). 

So(if)= lim I1~r lim (supbp(O)) p 
p ~  + oo p ~  + oo OE T 1 

1 1 

--- lim (supap(O))P> lim ( sup a.(O))v; 
p ~ + o o  O c T  p ~ + o ~  OEPer(~) 



Bifurcations de tores invariants 135 

en 6crivant  p = dq + r, O< r <q ,  on voit  imm6dia tement  que la derni~re limite est 
1 

exactement  [ sup aq(0)]q. 
0ePer(~) 1 

Pour  mon t r e r  que V e > 0 ,  so (F )<  [ sup aq(O)]q+e, on utilise le fait que, si 
0~Per(o~) 

0r  Peri(g--), la distance de (g--)P(O) ~ Pers(g-) tend vers 0 lorsque p tend vers l'infini; 
on en d6duit  un d6coupage du cercle . . . .  

L 'asser t ion concernant  io(ff ) se d6duit 6v idemment  de celle concernant  
So(if ) en consid6rant  l 'op6rateur  inverse. 

Dans  la topologie  C 1, il faut travail ler  un peu plus;  on calcule* 

D(dP X)(O)=Dbp(O) .X(g-P(O))+bp(O).D X(g-P(O)).Dg-P(O), 
P 

Dbp(O)=bp(O). ~ D L o g a ( g - i ( 0 ) ) . D g - i ( 0 ) .  
i=1 

q 
Posons  L(O)=~DLoga(g-i(O)) .Dg-i(O);  si p=dq+r,  O<r<q et si 

i=1 
0 c Per  (g-), on a D gP(O) = D g'(O). (D gq (0)) d, 

D Log a(g- (' +aq)(O)).Dg- (~ +dq)(O) = D Log a(g-'(O)).D g- ' (0 ) .  (D g-q(o)) d, 

et donc  

Dbp(O) L "'~" d 1 
- tv)- j ~  ~ (D g -  l(0))J -{.- (ng - q (o ) )  d i2.~ n Log a(g-i(O)).O g-'(O). 

=1 

Rappe lons  que 
Dg-q(O)<l si O~ Per/(g~ 

Dg-q(O)>l si OePe r s (g  3 .  

Si 0 e Perl(g-), on voit  que 

bbP(oO)=L(O 1-(Dg-q(O)) d 
n( ) 1-Dg-q(O) ~ ( n g - q ( o ) ) d "  i=1 ~ DLoga(g-'(O)).Dg-'(O) 

est un i form6ment  born6 lorsque p tend vers + ~ (c'est clair g6om6triquement) .  
Si 0 6 Per s (g-), on voit  que, 

D bp(O) 1 - (D g -  q(O)) -d 
bp(O). (Dg-q(O)) d = L(O). (Dg-q(O)) -~ 1 -(Dg-q(O)) -~ 

+ ~ D Loga(g-i(O))  9 Dg-i(O) 
i=1 

est un i form6ment  born6 lorsque p tend vers + ~ ;  

* Afin de ne pas surcharger la typographie nous avons supprim6 quelques parenth6ses: 
DX(g-"(O)) signifie par exemple la d6riv6e de X au point g-"(0) et non pas la d6riv6e de la 
fonction S (g-'(0)). 
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On peut  donc  affirmer que, si 
un i form6ment  born6es lorsque p tend vers + ~ : 

bp(O) bp(O). Dg-P(O) Dbp(O) 

(bq(O)q) p (bq(O) q. Dg-q(O)q) p (bq(O)q) p 

Dbp(O) 

(bq(O) q. Dg-q(O)q) p 

O~Per(~),  les quantit6s suivantes sont 

si 0 ~ Per / (D,  

si 0 e  Pers(g-). 

1 

En utilisant l ' identit6 lim (akP+blP)~=sup(k, l) et en se r amenan t  aux points  
p ~  q- oo 

p6riodiques par  un ra i sonnement  analogue au cas C ~ on en dOduit l 'assert ion 
sur s l (ff  ). L 'asser t ion sur i l(ff  ) suit du passage fi l ' inverse ( remarquer  bien 
entendu que si 0 e Per (g~, aq(O) = bq (0)). 
II-2.4. Remarque. Nous  allons voir  que S~(ff) peut, dans le cas off ~ est 
s t ructurel lement  stable, contenir  toute  une couronne.  

Nous  consid6rons s implement  le cas o6 Per(g-) est form6 de deux points  fixes, 
l 'un stable 0 s, l 'autre instable 01 ( q = l ) :  cela ne change rien d'essentiel mais 
simplifie beaucoup  les nota t ions  et l '6nonc6 des lemmes.  Soit 2eSo ( f f  ) une 

valeur propre  et x(O) un vecteur p ropre  associ6'  x(g(O))=at~)x(O). Si O e Per(gD, 

x(0) [ 1 - ~ ] = 0 .  D 'au t re  part ,  pour  tout  O~T 1 on doit  avoir:  

2p x(gP(O))=a~@) x(O), x ( g - P ( O ) ) = ~  x(O). 

Soit 0o~ Per(g~ tel que x(Oo)#O; si p ~  + o% on obt ient  

%(0 o) x(Os) 2 p x(Oi) 
2 p x(Oo) bp(Oo) x(Oo) 

ce qui implique mani fes tement  

a(0s) < ;~ _-< a(01). 

< + o o  

II-2.5. Lemme.  Dans l'exemple ci-dessus, si a(Os)<a(Oi), So(F ) co'incide avec la 
couronne 

{z ~ Cla(Os) < Izl < a(Oi)}. 

D6monstrat ion.  En vertu de II-2.3., il suffit de mont re r  que la couronne  ouverte  
est form6e de valeurs propres.  

Pour  cel/~, 6tant donn6 2~C,  a(Os)<121 < a(01), on construi t  x(O) dans chacun 
des deux demi-cercles limit6s par  Os et 0 I, v6rifiant x(Os)=X(Oi)=O: il suffit de se 
donner  x(O) sur un ~domaine  fondamentab~ (figure 1), nul aux deux extr6mit6s 
du domaine ,  et de pro longer  x en une fonction continue sur le demi-cercle 
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a(O] 
ouvert  par  la formule x(g(O))=-~-x(O); la condit ion sur [21 assure que le 

pro longement  par  x(Os)=x(O~)=O d6finit une fonction cont inue sur le demi- 
cercle fermd. 

11-2.6. Remarques. (i) Marne si la condit ion du lemme n'est pas v6rifi~e, les 
points 2=a(Os) et 2=a(01) sont dans SI(F ) pour  tout  l, car 2 I d - d  n'est pas 
surjectif (regarder en 0 se t  01). 
(ii) On peut  j o u e r / t  un jeu analogue dans le cas de S~(_P) et t rouver  un cas off 
celui-ci contient  la couronne  

{z~la(Os) .  Dg-  a(Os)~ Izl ~a(01). Dg-  a(01) }. 

11-2.7. Remarque sur le lemme 11-2.3. L o g s o ( F ) = s u  p S (Loga)dv, off le sup est 
v T 1 

pris sur l 'ensemble (fini ici) des mesures de probabilit6s v sur T 1 invariantes par 
~. I1 6tait 6vident d priori que Logso(F)  ~tait plus grand ou 6gal /~ ce sup, 
puisque 

1 1 
Log (suP0~T, a, (0)}~, = p- O~T~SUp Log ap (0) >= P 7', S (Log a,) d v = T~ S (Log a) d v, 

od ves t  n ' importe  quelle mesure de probabili t6 sur T ~ invariante par g. 

11-2.8. Cas off le nombre de rotation de f, est irrationnel. Rappelons  que si 
~ e D i f ~ ( T  1) a un nombre  de rotat ion irrationnel, il est <<uniquement ergodique~> 
(voir [8] chap. II w cel/~ signifie qu'il existe une unique mesure de probabili t6 v 
sur T ~ invariante par  g, et implique en particulier que, pour  route fonction 

cont inue ~0" T 1--+~,, la suite de fonctions p lq~ o gi converge uniform6ment  vers 
la constante S q) d v. P i = o 

T 1 

II-2.9. Lemme.  Si le nombre de rotation de ~, est irrationnel, le l-spectrographe de 
F est contenu dans le cercle de centre 0 et de rayon 
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exp S (Log a) d v 
T I 

si de plus ~___~-a oR,ooh ' heDiffot(T1), le l-spectrographe de ff coincide avec ce 
cercle. 

D6monstration. D'apr6s ce que nous venons de rappeler, la suite de fonctions 
1 l P - ~  i 

Log %(0)= P i -~-V Log a(g (0)) converge uniform6ment vers A = _~, (Log a) d v. On 
7 
en d6duit imm~diatement que 

1 
so(F) = lira (sup ap(O)) p = expa  = i0(F). 

. p ~  + oo O c T  1 

Si I=1,  on reprend les formules donnant D(alPX)(O)et Dbp(O) (voir 
d~monstration de II-2.3.). La remarque essentielle est que 5 (LogDg)dv=O (voir 

T 1 

[8] chap. V1 w qui entraine la convergence uniforme vers 0 de la suite de 
p - 1  

fonetions -1LogDgP= 1 ~ (LogOg)(g~), c'est-/t-dire la croissance sous-ex- 
P Pi=o 

ponentielle des D gP; on en dhduit facilement que s 1 (iV)= expA = i 1 (F). 
Enfin, dans le cas g6n6ral, il est facile de montrer par r6currence que, pour 

tout I, la croissanee des Dig p est sous-exponentielle; on en dhduit que st(F ) 
- e x p A  = il(F ), le seul terme important restant bp(O). 

Dans le cas off g = h  -1 oR,~oh, h~Diff~(T1), montrons que si 2~Sz(f), alors 
2e-Z~P~ ceei permet de conclure puisque Sz(ff ) est non vide et ferm6, et 
que co n'est pas rationnel. La d6monstration se ram6ne/t la remarque suivante: 
l'6quation 

,~X(O) - a(g -1 (0)) X ( g - '  (0)) = Y(O) 

~quivaut, si g = h- 1 o R,o o ~, ~t l'6quation 

2 e- 2i~pto X(O) e 2i~ph(O) - -  a(g - 1  (0)) X (g-2 (0)) e 2ir~ph(g ,(o)) = Y(O) e 2 i n p h ( g - '  (0)). 

II-2.10. Corollaire. Si g~Dif~o(T1), k > 1, a un hombre de rotation irrationnel, et si 
O<_l<k-1, le l-spectrographe de z(g-) est contenu dans le cerele unit~ de ~. 

D6monstration. On a rappel6 ci-dessus que S (Log D g) d v = 0. 
T l 

11-2.11. Remarque sur la eomparaison des stabilit~s de T 1 x 0 pour F et G. Le cercle 
T 1 x 0 est asymptotiquement stable pour G si et seulement si la suite de fonctions ap 
converge simplement vers 0. Remarquons que la convergence uniforme vers 0 de la 
m~rne suite (on de la suite bp, ce qui est 6quivalent) 6quivaut ~t la stabilit6 
asymptotique del'origine pour ~r176176 ;R)) qui est elle-m~me impliqu6e par 
la propri6t6 so(F ) < I. 

II-2.12. Lemme. On suppose que g~DiffZ(T 1) est, ou bien structurellement stable, ou 
bien de hombre de rotation irrationnel. Si T 1 x 0 est un eerele invariant asymptotique- 
merit stable pour -G, on a so(F ) < 1. 

D4monstration. Si g est structurellement stable, on 6crit que T ~ • 0 est asymptoti- 
quement stable pour Gq, ce qui implique 
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V 0e Per(g-), aq(O)<l, 

et donc so (F)< l  par le lemme II-2.3 (il n'y a qu'un nombre fini de points 
p6riodiques). 

Si ~ a un nombre de rotation irrationnel, le raisonnement fait appel g des 
th6or+mes beaucoup plus fins: de lim ap(0)=0, on d6duit que, pour tout OeT 1, 

p ~  -I- oO 

lim Logap(O)=-o% et donc A =  ~ (Loga)dv<O. 
p ~  + ~ T 1 

Soit LogG" T 1 x 1R~T 1 x • le diff6omorphisme d6fini par 

(Log G)(0, x) = (g(0), x + Log a(O)). 

Pour tout (0, x ) 6 T  1 x JR, la projection sur IR de la semi-orbite positive de (0, x) par 
les it6r6s de LogG est born6e sup6rieurement; en effet, 

(Log G)P (0, x) = (gP(0), x + Log ap(0)) 

et on vient de rappeler que, pour tout OeT 1, lim Logap(0) = - oo. 
p ~ + o o  

On d6duit alors d'un joli th6or6me de GOTTSHALK et HEDLUND* ([7] 14-13) 
que A est strictement n6gatif et donc que So(if ) < 1. Ce th6or6me est applicable ici 
car le th6or6me de DENJOY ([8] chapitreVI) implique l'existence de 
hEDif~(T 1) tel que g =  h ~ o Rot~) o h, ce qui 6quivaut/~ la minimalit6 de g (i.e. ~ la 
densit6 dans T ~ de chaque orbite de g). 

On d6duit alors du lemme II-1.5. le 

II-2.13. Corollaire. Sous les hypothkses du lemme prOc~dent, la stabilit~ asymptotique 
de T ~ x 0 pour -G implique la m~me propri~tO pour ft. 

II-2.14 Remarque. Si ~eDiff2o(T 1) a un nombre de rotation irrationnel, et si T a x 0 
est asymptotiquement stable pour G, on a donc la situation suivante: 

so (F )< l  et So(z(g~)=cercle unit& 

On d6duit de ([10] prop. 2.2.) que z f f  laisse invariant un sous-fibr6 de zr~ • o T~ x IR 
suppl6mentaire de z(T ~ x 0) (le lecteur 6tudiera avec profit l'exemple simple F(O, x) 
= (0 + co o + x, a x), a 4= 1). En utilisant ([10] Th6or6me 4.1. (g)) on en d6duit que F 
est, au voisinage de T ~ x 0, topologiquement conjugu6/t G. 

Une conclusion analogue dans le cas off ~ est structurellement stable n'est 
valable (via [10] prop. 2.3.) que si s~ (if)< 1 (qui n'est pas impliqu6 dans ce cas par 
So(F) < 1). 
II-2.15. Remarques. (i) Dans le cas off r le lemme II.2.12 devient 6vident 
lorsque So(i ~) contient une valeur propre 2 si le nombre de rotation de ~ est 
irrationnel; cela signifie en effet qu'il existe X #0,  Xscg~ tel que 

xx (g (o ) )  = a(O) x (o) 

* Nous remercions M. HERMAN pour cette r6f6rence et pour bien d'autres. 
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En prenant  les modules,  on peut  supposer  que 2~IR+ et que X ~ ~  De 
plus, la continuit6 de X et la minimali t6  de g impl iquent  que X ne peut  s 'annuler  en 
un point  sans 5tre ident iquement  nul, donc  X~cd~  1;]0, + ~ [ ) .  En passant  aux 
logar i thmes et en int6grant  pour  la mesure  v on voit  que 2 = expA. Le changement  
de variables_ tK: T 1 x ~-~--~ T 1 x ~ d6fini par  K(0, x) = (8, X (8)- 1. x) t ransforme 
alors G en K o G o K -  1 qui envoie (8, x) sur (g(O), (exp A). x); sur cette derni6re forme 
l 'assert ion de II-2.12 est 6vidente. 

(ii) Toujours  dans les m5mes conditions,  on d6duit de GOTTSHALK et 
HEDLUND (voir [8] IV.4.1.) que So(G ) cont ient  une valeur  p ropre  si et seulement  si 
il existe 0oe T ~ tel que 

sup ]Logap(Oo)-P A [ < + or. p~bl 

11-3. Lecas  oh le spectrographe contient une valeur propre 

Dans  tout ce pa rag raphe  nous supposerons  que g = h  1 o/{o)oh , h ~ D i f ~ ( T ' )  
(6ventuellement h~Diff~(T")). Ro d6signe la ((rotation)) de T" quot ient  de la 
t ranslat ion Ro~ de ~ "  de vecteur co = (~o 1 . . . . .  ~o,)elR". 

Si h ~ D ~  ") est un rel6vement h IR" de h, on peut  supposer,  quitte h modifier  o~ 
par  addi t ion d 'un 616ment de Z ' ,  que g = h -  ~ o Ro o h (en fait on ne l 'utilisera pas). Si 

a = ( a  1 . . . . .  a,), b = ( b  1 . . . . .  b,) sont des 616ments de ~(", a. b =  ~ azb~ d6signe leur 
i=1 

produi t  scalaire euclidien. Enfin, on notera  e 2i€ a u  lieu de e 21:(a'b). 

II-3.1. Lemme.  On suppose que g =  h -  1 o/~o, o ~, h~Dif f~(T ' ) ;  soit q 6Z": si 26St(if), il 
en est de m6me de 2 e -  2i~q'~~ ), est une valeur propre, 2 e -  2i~q.o, est une valeur propre. 

II-3.2. Corollaire. Sous les mdmes hypotheses, si une des composantes de co est 
irrationnelle, St(ff ) est une rOunion de eercles centr~s ~ l'origine. Si un des cercles 
contient une valeur propre, les valeurs propres sont denses dans ce cercle. 

D~monstrat ion.  I~vidente d 'apr6s l '6quivalence (analogue ~ celle remarqu6e  fi la fin 
de II-2.9.) entre les 6quations 

X (0) - A (g-  1(8)) X (g  - 1  (8))  ~- Y(O) 
et 

2 e -  2i,~q.~ X(O) e 2i'~q" h(O)_ A (g - 1(8)) X (g - 1(8) )  e 2''~q" h(g ~(o)) 
= y(O)e2i,q.h(~ 1(o)). 

II-3.3. Soit )~=pe2g~a#O une valeur p ropre  de 

d :  cdt(T"; Ee)~cgZ(T"; Er 

et X ~c~l(T'; Er un vecteur  propre  cor respondant :  

A(g- 1(8)) X (g- 1(8)) = ~X (O). 

R e m a r q u o n s  que si R~o est une ro ta t ion  ergodique,  c 'est-h-dire si les composan -  
tes de co sont  ra t ionnel lement  ind6pendantes,  X ne s 'annule en aucun point  de T". 
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En effet, si X(00)=0,  on d6duit de l'identit6 

X(g(0)) = ) - - '  A(O) X (O) 

que X s'annule sur la semi-orbite positive de 00 sous Faction de g; d'apr6s 
l 'hypoth6se celle-ci est dense dans T" et X, &ant continu, devrait &re identique- 
ment nul ce qui est exclu. En particulier, si 2MR, on peut choisir X r6el, c 'est-Gdire 
Xe~t(T";  E); l 'application 

Z: T " x ~ T ' x E  
d4finie par 

z(o,  = (o, xX(O)) 

est alors injective et son image est un sous-fibr6 de rang 1 de classe C ~ de T" x E 
invariant par G. 

La restriction de G h ce sous-fibr6 est conjugu6e par Z au diff6omorphisme 

de T " x R .  

II-3.4. Nous considhrons maintenant le cas off )- n'est pas rhelle; si h est de classe C z 
et si 2 = p  e 2~a on d6duit de II-3.1. que S~(ff) contient une valeur propre r6elle dhs 
que 

a ~ . 7 / "  +17/. 

Lorsque ceci n'est pas v6rifi6, on est amen6 ~t chercher un sous-fibr6 invariant de 
rang deux; il nous faut donc un crit6re d'~ind6pendance)) de vecteurs propres, qui 
nous est fourni par le lemme suivant. 

II-3.5. Lemme. On suppose que g =  h-1 o / ~ e o  o h.heDif~(T") ,  Ro, ergodique. Soient 
21, 22 deux valeurs propr es (non nulles ) clans SI(F), et soient X1, X 2 e~Z ( T"; Ee) deux 
vecteurs propres leur correspondant. 

Si, pour tout qeTl", on a )-2 =~ };1 e2inq "~ 

les vecteurs X I (O ) et X 2(O ) de Er sont indkpendants pour tout O~ T n. 

D6monstration. Supposons qu'il existe Oo~T ~, (~1, 72) ~C2, (~1, ~2)4:(0, o), tels que 

~1X ~ (Oo) + ~2 X dOo) =0. 

On en d6duit que, pour tout p~7/, 

2Pl (~1 X l (gP (0o)) -[- 2~ 0~2 X2 (gP (0o)) ~-- 0. 

Si 1211 + I)-21 il est clair que cela entraine ~ = 0~ 2 = 0 puisque X 1 et X 2 sont born6s 
sur T" et ne s'annulent pas (d'apr6s II-3.3.). On a donc 22 =2~ e 2~"a, et 

O~ 1 X 1 (gP(O0)) ~- e 2inpfl o~ 2 X 2(gP( O0)) = O. 

Pour toute suite p ~  + ~ telle que p~co~0 dans 1R" modulo 7/" (donc ~P'~id),  la 
suite p~fl tend donc vers 0 modulo 7/. 

Consid6rons la rotation R~o,p de T" x T 1 -- T "+ 1 : l 'orbite d'un point (0o, q) a une 
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adh6rence dont la projection sur le facteur T" est 6gale fi T" (ergodicit6 de Ro,); 
d'autre part, l'intersection de cette adh6rence avec le cercle {0o} x T 1 est r6duite ~t 
(0 o, ~/); en effet si elle contenait un autre point (0o, r/') il existerait une suite p i~  + 
telle que piC/~r / ' -q  modulo Z et p i c ,~0  modulo Z", ce qui est une contradiction. 
On en d6duit que l'adh6rence de l'orbite de (0 0, q) sous l'action de Ro,  p est un tore T" 
qui se projette biunivoquement sur le facteur T" de T" x T 1, et donc qu'il existe 
qeZ" tel que e 2inp = e 2/nq'c~ 

Appliquons le lemme au cas off 2 2 = 21 = p  e - 2 i ~ :  la condition devient 

et garantit l'ind6pendance pour tout 0 e T" des vecteurs X (0) et X(0), X ~r (T"; Er 
6tant un vecteur propre de d relatif fi la valeur propre 2; rapplication 

2;: T " x C - - , T " x E  
d~finie par 

S(0, z) =(0, R e(zX(O)))  

est donc injective et son image est un sous-fibr6 de rang deux de classe C z de T" x E 
invariant par G. 

La restriction de G/ t  ce sous-fibr6 est conjugu+e par 2; au diff6omorphisme 

de T" x ~ T "  x R  2. (0, z)~--~(g(O),2.z) 

II-3.6. Traitons enfin en toute g6n6ralit6 le cas off f2e 89 Z " +   89 Nous noterons 

2 f2=q .~o+k ,  q~Z", k~TL 

Rappelons que si qe2Z ' ,  on se ram6ne/i l'6tude de II-3.3. et remarquons que, si h est 
de classe C z, on peut par II-3.1. se ramener au cas off toutes les composantes de q 
sont des 0 ou des 1. 

Consid6rons l'application )(~cgz(R";Er d6finie par 

s  = X ( O) e "~q'h(~ 

(on a suppos6 ici que hes t  de classe CZ). Remarquons que, si ~671", 

2 ( 0 +  ~ ) = 2 ( 0 .  e '~qr = + 2 ( 0 ) .  

En particulier, -~ est 2Z"-p6riodique. D'autre part, 

A(O) 2(0) = 2 e '~q'h(~ X (g(0)) 
= p e i~["R~(n(~ k] X (g(O)) 
= p e i'[q'h<g<~ X (g(0)) 

= p e i~k X(g(O)) 

= +_pX(g(O)) 

quit te/ l  modifier X(0), on peut supposer X r6el; rapplication 

Z: ~ "  x N ~ "  x E 
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d6finie par  
s xX(O)) 

est injective et son image est un sous-fibr6 de rang un de classe C z de N n x  E 
invariant par  G. 

La  restriction de G / t  ce sous-fibr6 est conjugu6e par  2; au diff6omorphisme 

(0, x)~--~(g(O), p ei~kx) 

de ]R" • ]R. Enfin, de la relation 

2 ( 0 + ~ ) =  +X(0) ,  

on d6duit que l ' image de ce sous-fibr6 par  la projection naturelle de IR" x E sur 
T" • E est un sous-fibr6 de rang un de classe C z de T" x E invariant par  G; ce sous- 
fibr6 est trivial si et seulement si q~2Z".  Par exemple, s i n  = 1 et si q = 1, ce sous- 
fibr6 est une bande  de Moebius.  

R6sumons  ce qui pr6c6de sous forme d 'une proposi t ion:  

II-3.7. Proposition. On suppose que ~,=h-l  o R,~ o h, h~Dif~(T"),/~o~ ergodique, et 
que St(F ) contient la valeur propre 2 = p e  2i~. 
(1) Si f2r  Z " +  8 9  il existe un sous-fibrd C z de T " x E  isomorphe cl T " •  2 
invariant par G sur lequel G induit un diffdomorphisme conjugud d 

(O,z)~(g(O),2z) (on a identifiO R 2 a II~). 

(2) Si O= 89189 qsZ", keZ ,  et si h est de classe C,  il existe un sous-fibrO C z 
de rang un de T" x E invariant par (J, trivial si et seulement si qe27Z" (auquel cas 

possOde une valeur propre rdelle). Lorsqu'on relOve ce sous-fibrd en un sous- 
fibrd de N" x E isomorphe d ~"  x R ,  la restriction de G d ce dernier est conjugude 

a (0, x ) ~  (g(O), p e '~k x). 

Chapitre IlL Bifurcation d'un tore invariant T" 
en un tore invariant T" + 1 en pr6sence d'une valeur propre 

Dans  ce chapitre, on consid6re une famille fi un param6tre  d 'applicat ions de 
classe C k 

lffu: T " x ~ , , T " x 0  --* T " x E ,  T " x 0  

off ~ est un voisinage de 0 dans E. Une  telle famille se rel6ve en une applicat ion 
de classe C k 

F: I R " x ~ K ' x ~ - - , R " x E x ~  
de la forme 

On note 
F(O,x,p)=(f(O,x,l~), ~(O,x, lO, l~). 

f(O, O, #) =fu (0), fo(O) = g(O)EOk(T"), 
gr  
c3x (O'O'I~)=Au(O)eS~(E)' F(O'x'l~)=(Fu(O'x)'#)" 
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On d6finit comme au chapitre II G~ et G u par 

G.: ~ " x E ~ I R ' x E  

G .(O, x) = (f.(O), Au(O) x ). 

On note ~u: c# (T";E)--*cdt (T"; E) l'op6rateur d6fini, pour # pro che de 0 (si k => 1), 
par 

(sJ.X)(O) = A~,(f~- ~(0))X(f;- 1(0)). 

III-1. R&luction h la dimension deux 

On fait les hypoth6ses suivantes: 

(Ha) g=h- lo / ]o ,  ooh, heDiff~(T"),/~o,o ergodique. 

(H2) St(rio) contient une valeur propre de module 1, 2o=e 2i~a~ telle que 

1) f2o~l~oo " 1  9 Z +~2~, 
2) 2 o est ((simple)) dans le sens suivant (voir aussi III.l.1.): T ' x  E = ~  ( ~ 2  

est somme directe de deux sous-fibr6s de classe C t invariants par Go, Cz 
isomorphe fi T" x~( 2 &ant le fibr6 donn6 par la Proposition II-3.7.(1), et le 
spectre de la restriction de ~1o au sous-espace Ft(~l) de (dt(T ' ;E)  form6 des 
sections de classe c#t de ~1 est contenu dans l'int6rieur du disque unit6. (Il 
d6coule facilement de II-3.1. et II-3.7.(1) que le spectre de la restriction de ~r h 
Ft(~2) coincide avec le cercle unit6.) 

Ces hypoth6ses vont nous permettre d'appliquer le th6or6me de la vari6t6 
centrale 11-1.7. ~t l'application ff qui laisse invariant le tore T" • 2 1 5  de 
T " x  E x]R. 

Tout d'abord, quitte h remplacer E par E x ~2 et ff par l'application (non 
inversible) 

T " x  1~ x~{ 2 x ~ ( T " x E )  xlR 2 x~{, 

(0, x, y, (P.(0, x), o, 

on peut rendre trivial le fibr6 stablement trivial 41- A un changement C t de 
coordonn6es pros, on peut alors supposer que E = E 1 0 E2, E 2 ~_ ~ 2, ~ = T" • El, 
i=1,2.  

L'application G: ~ "  • E • IR~IR" • E • IR d6duite de F comme en II-0 s'6crit 

G (o, x, = (g(o), A (0) 

( ) ne pas oublier que ~-p (0 ,0 ,0)-0  puisque O(0,0,/~)-0 . 

D'apr~s II-3.7.(1) la restriction de A(O) "h E 2 ~ (  2 est ind6pendante de 0 
(rotation d'angle ~20). I1 est alors facile de voir que les hypotheses de II-1.7. sont 
satisfaites (c'est pour que So(T(g-))soit contenu dans le cercle unit6 qu'on a 
suppos6 la conjugaison h de ~ ~t R,o ~ de classe C1; si n =  1, on d6duit du w 
que la conjugaison C O suffit). 
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I1 existe donc une sous-vari6t6 V de dimension n + 3 de T" x E x R de classe 
C t- 3.1 contenant T" x 0 x 0, et tangente le long de T" • 0 x 0 fi T" x E 2 • ~,, qui 
est localement invariante par ff et localement attractante; de cette dernibre 
propri6t6, on d6duit que V contient un voisinage de T" • 0 x 0 darts T" • 0 x ~,. 

Par  transversalit6, les intersections de V avec les sous-vari6t6s T " x  E • {#} 
de T " x  E xlR sont des sous-vari6t6s de classe C ~-3'1 de dimension n + 2  de 
T n x E contenant T" x 0 et localement diff60morphes/t  T" x IR 2. 

Comme dans la situation classique de bifurcation de Hopf  pour les 
diff60morphismes on se ram6ne donc ~ l'6tude de la bifurcation en dimension 
deux, c'est&-dire dans le cas off E ~ R  2 (et off en plus Ao(O ) est ind6pendant de 
0). 
Ili-1.1. Remarque. I1 est plus naturel de remplacer le 2) de (H2) par l 'hypoth6se 
2') suivante, purement spectrale: 
2') Soit 42 le sous-fibr6 de classe C l de T"xE donn6 par la proposition 
1I-3.7.(1). 

On suppose que S~(Fo)=a 1 • a  2 off a I e s t  contenu dans un disque de rayon 
inf6rieur ~t 1 alors que a 2 est contenu dans le cercle unit6 (en fait 6gal); on 
suppose de plus que la d6composition correspondante 

Ct(T";E)~-gl 0~2 
v6rifie 

82=U(~2)cC'(T";E).  

Pour montrer  l'6quivalence des deux hypotheses consid6rons, pour O~T ~, 
i=1 ,2 ,  

Ei(O)={x6E; ~ (~i~-~i, X~-~oi(O)}. 
On v6rifie imm6diatement que, pour tout 0, Ei(O) est un sous-espace vectoriel 
de E, que E2(O)~. z, et que EI(O)+E2(O)=E. 

De plus, Ea(O)~Ez(O)={O } car, si xEEI(O), G~(0, x) tend vers T" •  lorsque 
p tend vers + Go, alors que si x~E2(O), Gg(0, x) reste pour tout p contenu dans 
un tore T "+~ ne rencontrant pas T" • 0. 

Notons  pl(O):E--+E le projecteur (a priori discontinu) sur El(0  ) 
parall61ement ~ E2(0 ). 

Notons  PI: C ( T " ;  E)---, C ( T " ;  E) le projecteur continu sur ga parall61ement 
ar 

On d6finit de m~me p2(O) et  P2 en intervertissant les indices 1 et 2. 
Enfin, si xeE, notons C~eC~(T"; E) l 'application constante de valeur x. 

L'application x~-+ C~ est une isom6trie lin~aire de E dans C(T"; E). On d6duit 
de ce qui pr6c6de que 

VOeT", V i = l ,  2, VXeC'(T";E),  (p 'X) (O):Pi (O)X(O)"  , 

si Ki= II~llc,~r,;E), on a 

liP, C,,[Ic,r II C,,I]or IIx[IE. 
En particulier, 

IIp~(O)xllE < lip' C~llcotr.;e) < lip' Cxllc;<r.;~) < K~ IIXlIE 
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ce qui montre la continuit6 des projecteurs p~(O) pour tout 0~ T"; en particulier 
Ea(O) est ferm6, et la somme directe E=EI(O)OE2(O ) est topologique. Si l>  1, 
l'application de T" dans ~ ( E )  qui h 0 associe pi(O), i = 1, 2, est continue; en effet 

[[pi(O)--pi(O')ll~tE) = sup [[Pi(O)x--Pi(O')xllE 
Ilxll _-< 1 

= sup I[(P~C~)(O)-(P~C~)(O')IIE<K, IIO-O'IIR, 
IIx[I _-< 1 

(on identifie applications de T" dans E et applications Z"-p6riodiques de ~," 
dans E). En fait cette continuit6 est vraie m~me si l = 0  comme le montre une 
d6monstration analogue ~t celle de ([10] Th6or6me 2.5). 

Soit 0or T"; si Y/" est un voisinage assez petit de 0 o dans T", l 'application 

T: ~ x E ~ I / ~ •  

d6finie par T(O, x) = (0, [pa (0). p~ (00) + P2(0). P2 (0o)] X) est un diff6omorphisme 
de classe C t qui trivialise simultan6ment les deux fibr6s r et ~2 d6finis par les 
E 1(0) et les E2(0 ) respectivement. 

En effet, l'application (0, x)~--~pi(O)x est de classe C t comme compos6e de 
(O,x)~-*(O, PiC~) qui est de classe C ~ de T " x E  dans T"xCI (T" ;E)  et de 
l'6valuation (0, P~ C~)~--~(P~ C~)(O) qui est de classe C l de T " x  C~(T"; E) dans E. 

Pour voir que T est un diff6omorphisme il suffit, grgtce au th6or6me des 
fonctions implicites, de montrer que pour 0 fix6 dans ~ ,  l'application lin6aire 
P l (0). P l (0o) q- P2 (0) "P2 (0o) est un isomorphisme. Mais, si ~ est assez petit, cette 
application lin6aire est proche de p~(Oo)+p2z(Oo)=identit6, et les isomorphismes 
lin6aires forment un ouvert de &~ 

Terminons en remarquant que si A est l'application de T" • E x IR 2 dans lui- 
m~me d6finie par 

AC0, x, u)=(0, p,(O)x + XCO)u, 2;0) -1 opdO)x) 

off on a not6 2;(0, u)=(0, 2;(0)u), S 6tant d6fini ~ la fin de II-3.5., A est un 
diff6omorphisme de classe C ~, et rend commutatif  le diagramme 

0, x, u), (GC0, x), 0) 
T " x E x N  2 ~ T " x E x ~  2 

T " x E x N  2 ~ T n x E x N  2 
C0, xl, x2), , (g(o), Ao(O)pl C0)xl, A2x ) 

Off A 2 est la rotation d'angle f2 o. (Remarquer que, de ~r on d6duit 
Ao(O)pi(O)=pi(g(O))Ao(O), et que par d6finition de Z, Ao(O) 2;(O)=Z(g(O))Az). 

Nota. Quand nous parlons de sous-fibr6s C ~ c'est au sens ci-dessus; si la 
dimension de E est infinie, celh n'implique pas que les applications O~--~p~(O) de 
T" dans L~'(E) soient de classe CZ; elles sont seulement de classe C -~'1 en 
g6n6ral. 
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111-2. Bifurcation en dimension deux Iorsque A o (0) est constant 

Dans ce paragraphe, on reprend les notations du d6but de III-1. avec E = I(  2, 
k - 3  remplac6 par k, et 

Ao(O ) =Ao = (cos 2n~2 o - s i n  2hOot  e ~(IR2)" 
\sin 2n~2 o cos 2nOo] 

I1 sera commode pour les calculs d'identifier IR 2 & ~;  A o s'identifie alors /t la 
multiplication par 2 0 = e  2i~~ 

Enfin, on remplace (HI) par l'hypoth6se analogue (H'I) off hes t  de classe C z. 
Par un changement de coordonn6es de classe C,  on peut donc supposer que 

g(0) = 0+~o o, ce qui permet d'6crire les applications de classe C~f et 4~ sous la 
forme 

f(O, z, #)=  0+  ~o o + O(l#l + Izl), 

4~(0, z, #)=,~o z + o(l#l Izl + ]zl2). 

III-2.1. Traduction du changement de stabilitY. Pour contr61er la perte de 
diff6rentiabilit6 dans la r6solution des 6quations aux diff6rences on est amen6 
faire l'hypoth6se 

(H~) 3 e s ] 0 , 1 [ ,  C > 0  te lsque 

V p e Z ,  V q e Z , - 0 ,  V r=0 ,  1,2, 
C 

[rY2o+q.mo-p[>[q[.+~, off tq] d6signe i=supl ..... .Iqil' 

et ~2 o + 0, i modulo Z. 

On verra au chapitre V que les couples (too, ~2o) ne v6rifiant pas une telle 
condition forment un sous-ensemble de IR "+ 1 de mesure nulle. Remarquons que 
cette hypoth6se englobe l'hypoth6se (H2) qui dans le cas E = ~2  se r6duit ~ son 
1). 

III-2.2. Lemme. On fait les hypotheses H'I, H' 2 ; on suppose de plus que 1 > n + 3 et 
que 

d [i Log[detAu(O)[dO ] :~0. 
d# ~=o 

Alors la stabilitO du tore invariant T"x  0 de F u ne d~pend que du signe de cette 
quantitY. 

Si dP LoI L~ dO u=o>0 '  

T" x 0 est stable pour p < 0, instable pour p > O. 

III-2.3. Remarque. Nous donnerons au chapitre V des conditions beaucoup plus 
larges impliquant le changement de stabilit6. I1 en r6sulte en particulier qu'on 
peut se passer des conditions diophantiennes. (Voir V-2.1. et V-2.5.) 

La d6monstration de III-2.2. est bas6e sur le 
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III-2.4. Lemme. Sous les mdmes hypothOses que III-2.2. on peut, apr~s un change- 
ment de variables de classe C l - " -  3, supposer que F, s'Ocrit 

f (O, z, I0 = 0 + o) o + po~ 1 + O(lp[ z + [/~[ [z[ + Iz12), 

 9 (0, z, ~)= 20(1 +~21)z+O(l~l  2 Iz[ + [z[2). 

D~monstration du lemme III-2.4. On part  de 

f(O, z, lO=O+~oo+ # fa(O)+ zf2(O)+ ffz(O)+O(l#[2 +[#l [z[+tz[2), 
(1) 

,#(0, z, ~) = ,t o [z + ~(21 (0)z + 2z (0) ~)] + o( l~ l  2 Izl + Izl 2) 
avec 

f l  e ~ t -  1 (Nn ,  ]R n) ~"-p6riodique,  

f2 ~ c#- 1 (N", I~")  ;g"-pdriodique, 
21, 22 E(~fl-- 2(~x.n, ~) Z"-p6riodique. 

On cherche un changement  de coordonn6es de la forme 

H:  I R " x ~ x N . , N " x 0 x l R - - , l R " x l C x l R , ~ l " x 0 x N  

avec H (O, z, #)=(0', z', lZ) 

0'= O+ 6(0, z, #), 
(2) z '=z+y(O,  z, p), 
off 

6(0, z, ~) = ~/h  (0) + z/32(0) + ~-/~2 (0), 
~(0, z, ~)=~(~(O)z +~(O)~), 

F ' = H o F o H  -1 
s'6crit alors 

F'(O', z', #) = ( f ' ( 0 ' ,  z', #), ~'(0', z', #),/~) 

off f '  et ~'  sont de la forme (1) avec f l ,  f2, 21, 22 remplac6s respectivement par 

f[(O')= f~(O')-fla(O')+ fll(O' +cOo), 
f~ (0') = f2 (0') - f12 (0') + 20 f12 (0' + COo) , (3) 
~.'1 (0 ' )  = ,~ 1 (0')  - -  (Z 1 (0 ' )  -[- CX 1 (0'  -'~ 0)0), 

22 (0 '  ) = 2 2 ( 0 '  ) - -  (X2(0 t) -[- i 2 ~2 (0 '  -- ~ (DO). 

Les autres termes affect~s par le changement  de coordonn~es sont les termes 
en 0(1#1 [z[2+]#] 2 [z]) dans q~ et les termes en O([#l [z[+]#[ 2) dans f .  

Le lemme r6sulte alors de la possibilit~ de r6soudre les 6quations aux 
diff6rences (3) avec 

(3') 

1 
f l(O')-[,  fl(O)dO=cOl, 

0 
2't0q = 0 

1 

21(o '1 - I21(o ldo=21 ,  
0 

21(0 ' ) -o  
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en ne perdant que n + d pout tout d >  e en d6rivabilit6, ce qui donne 

~ ~2 de classe U-"-2-~' ,  

/~1' /~2 de classe C t- .-1-~, 

(le raisonnement est analogue h celui de [8] chapitre VII; voir aussi le 
paragraphe V.1. du pr6sent article). 

Fin de la d~monstration du iemme III-2.2. On commence par remarquer que 

Ao 1Au(O ) = Id + #B(O) + 0(1#12), 
avec 

(Re (41 (0) + 42 (0)) - Im (41 (0) - 42 (0))~, 
B(0)= \Im(21(0)+42(0)) Re(21(0)-22(0))! 

d'ofi on d6duit que 

d [ i  ] 1 LogldetA.(O)ldO =~traceB(O)dO=2Re21. 
d# Lo ,=o o 

L'hypoth6se de III-2.2. s'6crit donc Re4a4:0. D'autre part, sous la forme du 
Lemme III-2.4., A,(O) s'6crit 

Al~(O) (~7) = 40(1 + #41) Z + O(]#[ 2). 

L'application lin6aire 
~//,: ~~ ~)~cg~ r 

d6finie pour ]#] assez petit par 

(~//. X)(0)= 4o(1 + #4,) X(f~- 1(0)) 
v6rifie 

]]~//,XI] o = (1 + #  Re 41 +O(1#12))]]XH 0. 

L'application lin6aire 
d u :  cg~ ~ ) ~ ~  ~) 

qui est obtenue en perturbant q/. par un op6rateur dont la norme est de l'ordre 
de [#i 2 v6rifie donc 

(] +# Re4, -0(1#12))iiX In o_-< IId.Xit o_-< (] + # Re41 + 0(i#12))IIX In o. 
En appliquant la formule donnant le rayon spectral h ~r et it ~'ff 1 on en d6duit 
que le spectre de ~4~ (c'est-~-dire So(F.) ) est contenu dans une couronne 
d'Spaisseur de l'ordre de j#[2 centr6e sur le cercle de centre 0 et de rayon 
( t+ /~Re4  0. Puisque Re4a4:0 cette couronne ne rencontre pas le cercle unit6 
d6s que i#l est assez petit. 

Remarquons que le changement de variables est continu en 0 et lin6aire en 
z, ~-; le 0-spectrographe de F. avant et apr6s le changement de variables est donc 
le m~me; on applique alors II-1.5. au/V original qui est de classe C 2, ou ~ F~- 1 
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ce qui d6montre III-2.2. On peut remarquer qu 'on n'a pas utilis6 le changement 
de variables sur la composante f(O, z, #) ce qui permet de supprimer dans III- 
2.2. le c a s r  = 1 de (HE). 

111-2.5. Forme normale approchOe. Nous effectuons maintenant une suite de 
changements de coordonn6es (avec perte de diff6rentiabilit6) dans l'esprit de 
ceux qui permettent d 'arr iver/ t  la forme normale d'un diff6omorphisme de R2 
pour l'6tude de la bifurcation de HOPF (voir [16] et [18]). 

Les 6quations aux diff6rences rencontr6es nous am6nent ~ faire en plus des 
hypoth6ses (H' 0, (H~) l'hypoth6se (H~) qui contient (H2) (on affaiblira cette 
hypoth6se en V-3). 

(H~) 3 8~:l 0, 1 x[, C > 0  

tels que 
Vpe  7/, V q ~ 7 / " - 0 ,  Vr=0 ,  1, 2, 3,4, 

C 
Ir~2o + q  9 ~ O o - P l > - -  Iql 

ets 1 1 2 ~, ~, ~, ~,  88 modulo Z. Si (2or o , 1  9 Z +~Z,  on suppose l'in6galit6 ci- 
dessus v6rifi6e pour r = 5. 

On verra au chapitreV que, comme pour (H~), les couples (Cno, t2o) ne 
v6rifiant pas une telle condition forment un sous-ensemble de mesure nulle dans 
]R n+l .  

111-2.6. Proposition (forme normale approch&). Sous les hypothOses (HI), (H~), et 
si l > 3n + 3, il existe un changement de coordonn~es de classe C z- 3.- 3 qui ramOne 
F u d la forme 

f ( O, z, #) = 0 + ~o o + #~o 1 + [z] 2 ~o z + O(l#] z + I~11zl 2 + Izl 4) 

cb(O,z,P)=2o[(1 +~tAx)z+ctz [ z i 2 - ~ - f l e 2 i ~ q ' ~  Izl + I~l Iz13 +lzl 5) 
avec fl ~ventuellement non nul dans le seul cas off 5 ~ o = q - c o 0 + k  (q~Z", celui de 
la formule ci-dessus, k~Z). 

D6monstration. On part de F, de la forme donn6e en III-2.4. 

f + + #(zfl,o(O)+  flox(O)) 
+ ~ zr~fo,s(O)+O(l~12+l~llzlZ+lzl4), 

2_<r+s_<3 
u > 0- 

(4) ~(O,z ,P)=2o( l+#21)z+#(  Z ~1,~(0) zry)  
r+s= 2 
r,s>--O 

+ #or (O)z  s+o(lpl  lzl+l llzl3+lzlS). 
2_<r+s_<4 

~,s>O- 

Le changement de variables III-2.4. n'ayant pas affect6 les termes ind6pendants 
de #, on a 
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o _ ; F  = ( W l - ( r + s ) t l D n  I['~nh 

~rg~- ('+S)qR" C) Ors ~ ' 

7t"-p6riodique, 

Z"-p6riodique.  

On v6rifie d 'au t re  par t  que, puisque l - n - 2 - g < l -  3, 

si 
f 1 1 o = J ~ o 1 ~ ( ~  1 - " - 2  e ' ( ] R n , ( F  ") Z"-p6riodique 

r + s = 2, ,.~lrsE~Y ( ~ l -  . - -  2 - e' ( j R  n, [1]) 7/"-pgriodique. 

C o m m e  dans [-16] il est plus agr6able de proc6der  par  une suite de change- 
ments  de variables 616mentaires ana logues / t  celui de III-2.4 (m~mes notations).  

Deuxidme changement de variables: 

0'=0+ ~ z'Y6or~(O), 6or~=3o~., 
r + s = 2  
r,s >= O 

(5) z '=z+ ~ yo,~(O)z'~; 
r+s=2 r,s~0 

Fu est t ransform6 en F~(O',z')=(f'(O',z',#),~'(O',z',#)), off F '  et ~ '  sont de la 
forme (4) avec les nouveaux  coefficients suivants (r + s = 2): 

f~),s( O') =fo,~( O') - (~Ors( O') --[- 2tO "~s 0 (~Ors( Ot - ~- (-DO) , (6) 
~o,~(o )=~o,~(o ) -  2o ~ors(o ) + "-~ . . . .  20 20 7o,~(0 + % ) .  

On a d 'au t re  par t  affect6 les termes en I~tl Izl 2 et Lzl 3 dans f et ~. 
C o m m e  pr6c6demment ,  on peut  r6soudre avec perte de d6rivabilit6 n + e '  les 

6quat ions aux diff6rences (6) avec 

f~zo(O')=-f~o2(O')=O, 
1 

(6') f~11(O')-Sfola(O)dO=o)2, 
0 

~ , ~ ( 0 ' ) - 0  pour  r + s = 2 .  

On obtient  ainsi (apr+s suppression des accents) une appl ica t ion Fu de la forme 
(4) avec 

fo:o- foo2-O,  f o i l - m 2 ,  ~ o , ~ - 0  ( r + s = 2 ) ,  
f 1 1 o ( = ~ o l ) ,  les ~l,,(r+s=2), les f o , ~ ( r + s = 3 )  

(7) et les ~ o , ~ ( r + s = 3 )  de classe C ~-2 . . . .  ', 

les ~ o r ~ ( r + s = 4 )  de classe C i ' f ~  . . . .  '). 

TroisiOme changement de variables: 

(8) 
O ' = O - ~ - # ( Z ( ~ l l o ( O ) - ~  Z(~101(O) )  , 

Z ' = Z - [ - ] A  Z ~ i r s (  O) Zr~'s;  
r + s = 2  
r,s>=O 

~110----~101, 
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F, est transform6 en /:~ = (f ' ,  45'), o6 f '  et q~' sont de la forme (4), (7) avec les 
nouveaux coefficients suivants (r + s = 2): 

(9) 
fllO(0') = L  10( 0 ' ) -  ~1 10( 0' ) "4- AO ~110( 0''4- (DO)' 

, t ~: t t r --s ~ O' ~1,s(0)=~.1~(0)- , ' lo71, .~(0)+2o2o71~( +(Do). 

On a d'autre part affect6 les termes en I~l Izl 3 et ]#l 2 Izl z dans ~, et les 
termes en J~l 2 Izl et I~l Izl 2 dans f 
Comme pr6c6demment on peut choisir les 7~r~ et 6~o=61Ol de classe 
C t - z" -2-2~ '  de faqon que 

(9') f~ 1 o (0') ~...~ 0, ~'1,~(0') ~ 0 ( r+s=2) .  

On obtient ainsi (apr6s suppression des accents) une application /7, de la 
forme (4) avec 

fozo ~fo02 ~ O, f011 ---- 092, ~ O r s ~ O  ( r+s  =2), 
f11o-f lox -=0, ~ l , s -0  ( r+s=2) ,  (lO) 
les fo,s(r + s = 3) et les ~Ors(r + s = 3) de classe C t- 2 . . . .  " 

les r de classe C i n f l l - 4 ' l -  2 . . . .  ') 

QuatriOme changement de variables: 

0'=0+ ~ ,~o~(O)z'r 
r + s =  3 
r , s ~ O  

(11) z'=z+ ~ ~,o,~(O)z'~ 
r+s=3 
r ,s  >= O 

F, est transform6 en F'v=(f ' ,  cI)') off f '  et ~b' sont de la forme (4) (10) avec des 
nouveaux coefficients vdrifiant (6) pour r + s = 3. 

On a d'autre part affect6 les termes en [zl 4 dans 4~. On peut choisir les 6o, s 
et les 7o,~(r+s=3) de classe C ~-2"--2-2e de faqon que 

f;,~(O')=_O 
(12) ~,,(0') - 0  

1 
~1,21(0')- 

0 
On obtient ainsi (apr6s 

forme (4) avec 

(13) 

( r+s=3) ,  
(r + s=  3,(r,s)Je(2, 1)), 

~o21(0) d 0 = 2 o ~  (ceci d6finit ~). 

suppression des accents une application F u de la 

fo2o =foo2 =0, fo11~o2,  ~or~=O (r +s=2) ,  
f l l  0 ~ f l  O1 ~--" O, ~ l r s ~ - O  (r + s = 2 ) ,  
fors-O ( r+s=3) ,  ~ors=O ( r+s=3 , ( r , s )# (2 ,1 ) ) ,  
~021 =2o Oc , 
les ~or~(r+s=4) de classe C z-2"-2-2e 
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Cinqui#me changement de variables: 

Ot ~ O~ 

(14) z ' = z +  ~ 7o,s(O)z'SS; 
r+s=4 
r,s~O 

F, est transform6 en F~=(f',(b') o/1 f '  et ~' sont de la forme (4) (13) avec de 
nouveaux coefficients { ~ , ( r + s = 4 )  qui v6rifient la deuxieme ligne de (6) avec 
r + s = 4 .  

On peut donc choisir les Vo,,(r+s=4) de classe C l-3"-2-a~' de fa~on que 
~o,~(0)-0 pour r + s = 4 ,  (r, s) + (0, 4). Si 0 o 1 n 1 ' ' ~CO o "Z +~Z,  on peut choisir ~oo4 

t t _ _  . 1 1 de classe C 1-3"-2-3~' de faqon que ~004(0)=0, si O 0 - 3 q .  COo+3k , q~T]", keZ,  
on peut choisir 7004 de classe C -3"-2-3~ de faqon que 

1 
~oo4(0')- e 2i~~176 ~ ~oo4(0) e- 2i~q'O dO 

0 

-e21~q'~ (ceci d6finit fi). 

La forme finale de F, est alors celle de l'6nonc6 de la proposition III-2.6. avec 
f e t r  de classe C z-3"-2-3~', donc en particulier de classe C ~ 3,-3 si de]0,~[ .  

III-2.7. Bifurcation de T" en T "+1. On reprend les notations de la proposition 
III-2.6. (forme normale) et on suppose 

{ Re2~ >0, 
Re~<0.  

I1 est commode de passer en coordonn6es polaires; on note 

z = r e2i~o e~7 _~ lR 2 ' 

4)(0, re 21~~ p) = R (0, ~, r, p) e 2i=~'(~ 
f(O, re 2i~, i.t) = 0(0 ,  ~, r, #). 

L'application F u devient une application de ~ " x  T~x IR+ dans ~."x T l x  IR+ 
qu'on relive en une application 

d6finie par 

avec 

6 , :  ~ "  x ~ x F. +--*A" x ~. x ~._+ 

G.(O, ~, r) = (6)(0, ~, r, I~), ~(0, ~, r, It), R(O, ~, r, #)) 

O(0, ~, r ,#)= 0+~o o +#~o I + r2 (02 + O(Ip] 2 + I#l r2 +r4), 

/Im,~ 1 ~ (Im~] r2 Jim(fie 2i~50 q.o))l 
~P(O'~"r ' lO=~'+O~ 2~t / P + \ 2 z r /  + l  2rr 

+ O(Ipl 2 + I~1 r2 +r4), 
R(O, tp, r, I ~) = r [ 1  + ( R e , ~ x ) / A  + ( R e  o 0 r 2 + \Re( f i e -  2i=(so q.o))] r 3] 

+ o ( Ip l  2 r +  I#1 r 3 +rS)- 

r 3 



154 A. CHENCINER & G. Iooss 

Remarquons que le diff6omorphisme 

(0, if, r)-* (O (0, ~, r, #), 7" (0, ~k, r, #), r [ 1 + (Re 21) # + (Re ~) r2]) 

obtenu en tronquant R laisse invariant, pour # > 0, le tore T de dimension n + 1 
d'6quation 

r = ] / _ #  Re21 
] /  Rea  " 

Il est donc naturel de faire, comme dans [16], le changement de variables (pour 
#>0) 

r =-1/- # R--~--czt (1 + y ]//#,, R = i / - # ~ ( 1  + YV/~) 

pour 6tudier F~ au voisinage de T. 
L'application Gu se transforme en une application 

Hu: R"xR xIR~R" xR x]R 
d6finie au voisinage de F," x R x 0 qui, avec un 16ger abus de notations, s'6crit 

Hu(O, ~b, y) = (O (0, ~, y, #), 7"(0, q/, y, #), Y(O, ~, y, #)) 
avec 

o(0, ff, y,#)=0+O~o+#dl +#~ o~(0, 4,, y, #), 
7"(0, r "3L Qo -~- # Q 1 "[- # 7"1 (0, I//, y, #), 

( 
- Re21 t f Re(fie- 2i.(5q,- q.o)) + #~ YI(0, if, y, #) Y(0,ff, y , # ) = ( 1 - 2 # R e 2 0 y +  # \  R e ~ ]  

off 
Re21 

~176176 Rea  ' 

1 [ I m 2 a - I m ~ R e 2 a ]  
O1=~-n L t~ea ' 

Les fonctions O1, 7"1, Y1 sont Z"-p6riodiques en 0 et 7Z-p6riodiques en ~k. 
Une inspection des changements de variables conduisant & III-2.6. montre 

que O1, 7"1, 111 sont de classe C ~-3"-3 l& off elles sont d6finies ( p > 0  assez petit et 
lY I < 1 par exemple). 

Nous cherchons enfin & 61iminer (comme dans [13]) le terme de la forme 
#g(0, 7') dans Y(O, tp, y, #) #t l'aide d'un changement de variables de la forme 

Y=y+yo(5~-q.  0), 
lorsque 5 f2 o = q. ~o o + k. 

On est amen6 ~ r6soudre 

~'= Y+yo(5 ~ - q .  O) 

yo( 5 ~ - q  . O ) -  yo(5 ~ t - q  . O) + 2 # Re21 . yo(5~b-q . O) 
+#g(5~-q .  0)= O(1~1 ~) 
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o6 

g(x)= - ( ~ )  ~Re(f le-  2'~).  

o6 

diff6rentielle 

Remarquons que, si Yo est Z-p6riodique, 

yo(5 7J -q   9 O ) = y o ( 5 ~ - - q - 0 ) +  #O'a y{)(5 ~h--q. 0)+ o(1~1% 

O'1 =5fa l  - q  - ~o'~. 

I1 suffit donc de choisir pour Yo une solution 7]-p6riodique de l'6quation 

f2'ly{) + 2 R e 2 ~ y o + g = 0  

ce qui est toujours possible. 
Par abus de notation, nous noterons encore y, Y au lieu de j~, ~'; on a donc 

montr6 la 

III-2.8. Proposition. Sous les hypothdses et avec les notations qui prOckdent 
l'application F u est repr~sent~e au voisinage de T par une application Hu(O , ~, y) 
de ]R n+2 dans ~n+2 dOfinie pour # > 0  au voisinage de ~.+1 • 0, de la forme 

avec 
Hu(O , ~9, y)= (O(0, ~h, y, #), g'(0, ~k, y,/~), Y(O, ~, y, #)), 

o(0, ~,, y, u)= 0+Oo +uo' l  + u~ o~(0, ~, 3,, u), 
~e(0, #, 3,, ~)= ~e + fao + ~ox +u~ q'l(0, g,, y, ~), 
Y(O, t~, y, #)=(1-2/~ Re 21) y +/~  Y~ (O, ~b, y, #) 

les fonctions O1, 7"1, Y1 sont de classe C - 3 n - 3  par rapport aux variables (dOfinies 
pour # > 0  assez petit et [y[ < 1); elles sont Z"-p&iodiques en 0 et Z-p&iodiques en 
q,. 

Nous pouvons maintenant chercher un tore T~ proche de T invariant par F u 
sous la forme du graphe d'une application y=u(O,~k) de T " x T  1 dans P,, 
reprOsent6e par une application Z"+l-pOriodique de IR "+1 dans P,. 

111-2.9. Recherche de T u. La m6thode utilisOe est analogue ~t celle de la 
dOmonstration des th6or6mes de variOtOs invariantes. 

Pour simplifier l'6criture on note 

On a alors 

avec 

(0,~0)=,,, (o, ~e)=~. 

a.(o, u(~))=(~(a, .(o), .), ~(~, u(o), ~)) 

~(o, u(~), ~)= r +aF~ +~ ~1(r u(~), a), 
Y(a, u(a), #)=(1-2# Re21)u(G)+ ~ Yl(tT, u(a), #), 
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o~ 

Fo ~" ((D0, ~0) ,  /"1 = ((D1, ~1) ,  6 1  = ( O 1 ,  ~1), 

et on suppose dor6navant l > 3 n + 4. 
Soit U l'espace m6trique complet des applications u de T "+1 dans IR (qu'on 

identifiera/l des applications 7/"+ 1-pSriodiques de R .+ I  dans IR) v6rifiant 

(1) V o61R n+l  , lu(o-)l < 1, 
(2) V o-1, ~2 elR "+1 , ]u(~rl)- u(cr2)l < IlCrl- ~re II, 
off 

II(a I . . . . .  a,+ 1)11 =sup  lait (par exemple) 
i 

muni de la distance 
d(u, u')= sup lu(cr)-u'(cr)l. 

G6~ n+l 

Comme pr6c6demment nous allons montrer que l'image par H ,  du graphe de 
u e U  

m = {(a, y)elR "+1 x lRly =u(cr)} 

est encore le graphe de ti e U, et que l'application 

a un point fixe dans U. 
On cherche fi tel que 

Soit 
2 =  sup {l161(~r, y, #l[, Ig~(~,y, lz)l, IlD6~(a,y,~tll, IIDY~(~,Y,~)II} 

GE~n +I 

lyl --< 1 ,u > 0 petit 

o0 lID 61 (tr, y, #)tl d6signe le sup. de la norme de D~ 61 (or, y,/~) e ~(~a(R" + 1 ~t" + 1) 
et de la norme de Dy 61 (a, y,/~) e 5a(~, IR "+ 1), et de m~me pour I11. 

Si 22# 2 < i l'application 
6 u :  ]l~n + 1 ---+ ~ "+1 

donn6e par 
6u( ) = u(o), 

d6finit par passage au quotient un hom6omorphisme lipschitzien 

~u: Tn+I-* T"+I" 

On d6duit en effet de l'expression de 6 que 

II 6 (0"1 '  U(0"I)' t / ) - -  6 (0"2 '  b/(G2)' #)ll ~_~(1 -2A/~ ~) Ilal  - ~r2 I[ 

ce qui montre l'injectivit6 de 6 . .  Puisque 6 ,  est de la forme 
<<Identit6 + 2g "+ 1-p6riodique, on en d6duit que ~ ,  est une application injective de 
classe C 1, donc surjective (degr6 1), et donc h om6omorphisme (T" +1 compact)*. 

* Alternativement, on peut inverser directement par la mdthode du point fixe. 
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D6finissons fi par  
fi(o-) = Y(~u 1(0-)), u(~u i (0-),//) 

et montrons que t1  9 U pour # assez petit: 

Ifi(a)l < 1 - 2 #  Re 21 -1-,~12 ~- ~ 1 
pour  # assez petit, et 

lfi(0-,)--fi(0-2) t <(1 -- 2#  Re 2, +22 /~  ~) ]l ~u- 1(0-,)_ 6 .  '(0-2)11 

1 - 2 / ~  R e 2 ,  + 2 2 #  ~ 
< 3 110-, -0-211 = 1 - 2 2 / ~  ~ 

--<110-1-0-211 

d6s que/~ est assez petit. I1 reste 5_ mont re r  que l 'appl icat ion de U dans U qui ~ u 
associe fi est une contract ion.  

N o t o n s  
0-i = ~ ,  ' (a), i = 1, 2. 

On a 
I~,(~)- ~2(0-)I ~ (1 - 2 /~  Re,~l ) lu , (o-1)-  U 2(0-2)] 

+ ~-~  [ 110-1-0-211 + 1u1(0-1)- U z ( 0 - 2 ) [ ]   9 

On d6duit d 'au t re  par t  de l 'expression de 6 :  

110-,- 0-211 ~ A#3(N~ 0-211 + lu1(0-1)- u2(a2)l), 
Enfin 

d'ofl 

et 

lUl(~X) - u2(0-2)1 ~ Ilua - u2 II + II 0"1 - -  0"2 II, 

[10-1 --~ < ' ~ }  = 1 - - 2 2 #  ~ [ [u l -u2 l t '  

1/~1(O.) . /~2 (0.) [ <(1 - 2 p  Re).  1 +2#3) (1  - -  ~,/2~) "~ it2 ,/.~ 3 
= 1 - 2 2 p  -~ [lul - u2[]" 

D o n c  
[ U l ( a ) - -  fi2 (0-)[ < r/]]u I - -  u 2 II 

avec r /< 1 s i p  est assez petit. I1 existe donc  un unique point  fixe u u* -- u u'* auquel  
cor respond un tore T, de d imension n + 1 invar iant  par  flu' 

111-2.10. R e m a r q u e s .  (i) On peut  refaire tout  ce qui pr6c6de (avec 6ventuelle- 
men t  # plus petit) en remplaqant  l 'espace U par  l 'espace U m des appl icat ions  u de 
T "+1 dans IR de classe C m ( m < l - 3 n - 4 )  dont  les d6riv6es jusqu'5- l 'ordre  m 
soient major6es en no rme  par  1 et dont  les d6riv6es d 'ordre  m soient lipschitzien- 
nes de r appor t  1, et en modif iant  la d6finition de 2 de faqon analogue;  ceci 

* est, pour  # assez petit, dans Ut_3,_ 4. p rouve  que le point  fixe u u 
* converge uni form6ment  pour  p dans (ii) Le processus it6ratif fournissant  u u 

un petit  intervalle ferm6 ne contenant  pas 0 ce qui mon t r e  la d6pendance  
* par  r appor t  au pa ram6t re  p (voir [12]). cont inue de u u 
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Nous pouvons maintenant 6noncer le 

111-2.11. Th6or~me*. Avec les notations du dkbut de 111-2, on suppose rkalis~es les 
hypothdses H'I, H~ avec l> 3 n + 4. On suppose de plus que 

dpd [iL~ Re~=l:O 

(pour cette derniHe hypothdse, qui suppose les notations de 111-2.6., voir la 
remarque 111-2.12). 

*" T" • T I ~ P ,  de (i) Si Re ~ < 0, il existe pour # > 0 assez petit une fonction uu . 
classe C l- 3,-4,1 telle que le tore de dimension n+ 1 

T~= (O, r e 2 ' ~ ) e T " x r  r= -#-R-~e~ [ l + ] / ~ u * ( 0 , r  

soit un tore invariant stable de flu (suppos~ mis sous la forme normale 111-2.6.) 
d~pendant continfiment de #; le domaine d'attraction de T u est au moins d'une 
kpaisseur de l'ordre de 12. 

(ii) Si Re a > 0 on a la m~me conclusion en remplar ]/~ par ] / ~  dans la 
formule donnant Tu, stable par instable (r~pulsif ), et # > 0 par # < O. 

D6monstration. Le (i) d6coule imm6diatement de ce qui pr6cdde: le fait que u~--~fi 
soit une contraction est en fait plus fort que la stabilit6 du tore invariant T,. 
L'6paisseur du domaine d'attraction peut 8tre minor6e car les fonctions de U 
v6rifient lY] < 1. Pour traiter le (ii) on applique la d6monstration de (i) ~t F 7 1, ce 
qui fournit pour # < 0 un tore T~ invariant stable de if7 1. 

L'application uv--.fi relative /l F 7 1 6tant une contraction, on volt qu'6tant 
donn6es A, e>0 ,  il existe Po entier > 0  tel que rimage par F / du e-voisinage de 
T, contienne, pour P>Po, le A-voisinage de T,, ce qui est la forme la plus forte 
d'instabilit6. 

111-2.12. Remarques. (i) On pourrait 6crire intrins8quement ce que signifie 
Re cr 4:0 mais cel~ n'a pas grand int6rSt: il est plus important de remarquer que 
Re~ est le coefficient du premier terme non lin6aire ,significatif>> (c'est-~t-dire 
apparaissant dans une forme normale formelle). La condition Reck<0 corres- 
pond /t l'attractivit6 vague de 0 pour # = 0  de RUELLE et TAKENS dans [18]: 
on a effectivement dans Ill-2.6.: 

I,P(O, z, o)1 =< Izl. (1 + Re ~ Izl 2 + O(Izl a)) 
et 

l+Re~lz l2+O(lz l3 )<l  si R e ~ < 0  et Izl petit. 

(ii) Lorsque Rect=0  la form normale approch6e donn6e en 111-2.6. ne suffit 
pas; si on renforce H~ en exigeant la condition diophantienne sur rOo+q.o % 

a 
pour r = 0 , 1 , 2  . . . . .  4 p + 3  et en excluant les valeurs ~ avec b=2 ,3 , . . . , 4p+3  

* voir aussi V-3.1. 
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et ( a ,b )= l  pour f2o, on arrive, apr6s des changements de variables perdant 
de la diff6rentiabilit6, ~t une forme normale approch6e pour/7, du type (notations 
de III-2.7.) 

0 = 0 + 09 0 + #C~ 1 + r 2 03 2 + . . .  -~- r2P(.D2p -~- O([pl 2 -[-]#1 r 2 + r2V+2), 

\ 2~ ] #+ \ 2~ / r2+"'+O2pr2p+O(l#12+llzlr2+r2p+2)' 

R =rE1 +(Re ,~1) ~ -[- ~.2,/2 2 +(Re ~) r 2 +as  r4 + ... + a4p+ 1 r ~ 

+ # b 3  r2 + " "  +/Ab2p+ 1 r2p] + 0(1#13 r +  1#12 r3 + I/~l r2P+ 3 + r4p+ 3). 

Si R e e = a  5 . . . . .  a2p- 1=0, et a2p+l=[=0, cette forme normale approchbe 
<< arrondit >> suffisamment le tore invariant approch6 pour que la m6thode 
pr6c6dente s'applique et fournisse un tore invariant T. (voir au chapitre IV un 
probl6me analogue). 

Si tousles coefficients a2v + 1 sont nuls, il n'est pas clair qu'un changement de 
variables transformant R en r[1 + Re 21 fl + o(1~12 + I~1 r)] existe. Le probl6me 
g6om6trique est ouvert. 

III-2.13. I1 reste/l remarquer que l'existence d'un tore invariant T. de dimension 
n + 1 pour le diff6omorphisme flu correspond/t  l'existence d'un tore invariant de 
dimension n + 2  pour l'6quation diff6rentielle E.  et que les stabilit6s se 
correspondent. 

Cela vient de ce que le quotient de T ~+~ x [0, 1] par la relation d'6quivalence 

(x, 1)=(p.(x), 0) 

est un tore de dimension n + 2 (avec ga structure diff6rentiable ordinaire), off pu 
* d6finit une est la restriction de ff~ ~ T~. gemarquons  en effet que l'application u. 

conjugaison entre p. et l 'application qui ~ a fait correspondre 

r0 +l ,  rl 
Cette derni~re application d6finiggant un diff6omorphisme manifegtement isoto- 
pe ~ la rotation Rro et donc ~ l'identit6, la conclusion suit. 

Chapitre IV. R6sonances  

IV-1. R6duction/i la Dimension un ou ~ la Dimension Deux 

Nous 6tudions dang ce chapitre leg cas laiss6s de c6t6 au chapitre III, c'egt-A- 
dire ceux off rQ o ~ r o  9 Z" + Z, r = 1, 2, 3, ou 4. 

Plus pr6cis6ment, leg notations 6tant celles introduites au d6but du chapitre 
III, nous faissons leg hypoth6ses suivantes (r-- 1, 2, 3 ou 4). 

(H'I): g = h - l o I ~ o m o h  , hEDiff~(T"), /~,o ergodique, 

(H2(r)): S l (Fo) contient une valeur propre de module un, 2 0 = e  2i"~~ qui v6rifie 

(1) Oo~- lcoo-7 l"+- lz  (on suppose que r est le plus petit entier ayant cette 
r r 

propri6t6). 
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(2) 20 est s imple dans le sens introduit  dans l 'hypoth6se (H2) en III-1,  it la 
diff6rence pr6s que si r =  1 ou r = 2 ,  le fibr6 r a pour  fibre R (et n'est pas 
forc6ment  trivial s i r  = 2). 

Ces hypoth6ses nous permettent ,  c o m m e  en 111-1, d 'appl iquer  le th6or6me de 
vari6t6 centrale 1I-1.7. (6ventuellement aprbs passage fi l ' image r6ciproque par  un 
rev6tement  fini de T" lorsque r = 2) pour  r amener  l '6tude de la bifurcat ion fi une 
6tude dans T " x  IR ou T " x  11t 2. (Nous  verrons  en t ra i tant  le cas r = 2  que si ~2 
n'est  pas trivial, on se ram6ne en fa i t / l  une 6tude dans une vari6t6 di f f6omorphe 

l 'espace total  de ~2.) 

IV-2. Cas r -- 1 et r - -  2 

I1 est plus naturel  de diviser ces cas suivant  la trivialit6 ou non du fibr6 ~2 de 
fibre ~ et de base T", c'est-/t-dire, en notan t  2 O o =  q  9 Coo+k , 
(i) q ~ 2~E". 
(ii) qr 

C o m m e n q o n s  par  l '6tude de (i) (nous verrons que le cas (ii) peut  en fait s'en 
d6duire): on se ram6ne ~t l '6tude d 'une famille h un p a r a m & r e  de 
dif f6omorphismes locaux (au voisinage de T" • 0) 

F,: T " x l R .  T " x O  - --, T " •  T"• 
repr6sent6e par  

F:  IR"x ]Rx IR - ~ , . " x ~ .  xF,. 

d6finie au voisinage de ~ "  x 0 x 0 par  

F(O, x, p)=(f(O, x, p), ~(0, x, #), #) 

f(O, x, #) = 0 + o9 0 + O(1~1 + Ixl), 
 9 (0, x, ~ ) = ( -  1)kx + O(1~11xl + Ixl2), 

IV-2.1. Proposit ion (forme normale approch~e). Avec les 
precedent, on suppose de plus qu'il existe e > 0 assez petit tel que 

V p e Z ,  V q ~ ) 7 " - 0 ,  3 C > 0  
telle que 

notations qui 

C 
I q ' c o o - P l > - -  [q[,+~" 

Si F est suffisamment dkrivable, il existe un changement de coordonn~es (avec 
perte de d~rivabilit~) au voisinage de T"• 0 • 0 transformant F e n  une applica- 
tion de la m~me forme, off f et q~ sont donn~es lar les formules suivantes ((**) si 
k est pair, (,) si k est impair): 

f (O,x ,# )=O+coo+#col+f l l x+. . .+ f l s_xxs - l+O( lp[2+[#]  Ix l+ lx l  s) 

(**) q~(O,x,p)=(l+#21+p22z)X+C~sxS+'"+ees_ixes  l +#c(2x2+. . .+#7 '  xS 

+ O(1~13 Ixl + I/~l 2 Ixl 2 + I~1 Ix? +~ + Ixl2S). 
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f (O, x, #) = 0 + co o + #col q- ~2 X2 -~- "" -~- ~2s X2s Ai- O(iP[ 2 + I~1 [xl 2 + Ixl 2s+ a) 

c b ( O , x , # ) = - ( l + # 2 , + # 2 2 2 ) x + a 2 s + l x 2 S + l + . . . + a 4 s + l x  4s+1 
(*) ..{_ #a ;  X3 + , 2s+1 " ' + # a 2 s + l X  

+ O(I,I 3 Ixl + I,I 2 Lxi 3 + I,t Ixl 2s+3 + Ix14'+ 3). 

D~monstration. Analogue/~ celle de III-2.6. Si k est pair on ne peut faire mieux 
que rendre ind6pendants de 0 un hombre fini de coefficients dans 4) et f ;  si k est 
impair, on peut en plus supprimer les puissances impaires (resp. paires) de x 
dans le d~but du d~veloppement de Taylor de f (resp. 4)). 

Nous 6non~ons maintenant les th6or~mes de bifurcation correspondant/~ ces 
situations: l'hypoth~se 21 >0  a une interpr&ation intrins6que analogue /L celle 
donn6e en III-2.2. et implique la perte de stabilit6 du tore invariant T ' •  
lorsque # devient positif. 

IV-2.2. Th6or~me (q~22~', k e 2 Z ,  done Qo~coo. Z"+2g). Avec les notations de 
IV-2.1.(**) on suppose que 21 >0  et que as#O. S i s  est pair, il existe pour tout la 
non nul assez voisin de 0 un tore de dimension n contenu dans T" x ( ~ ( - 0 )  
invariant par flu" Ce tore est asymptotiquement stable si # > 0, instable si # < O. Si 
s est impair, et si as<0 (resp. as>0 ) il existe pour /~>0  (resp. #<0)  deux tores de 
dimension n contenus respectivement dans T" x IR + et T" • R_  invariants par flu" 
Ces tores sont asymptotiquement stables (resp. instables). Dans tous l e s  cas, les 
tores invariants sont donnOs en premiOre approximation par une dquation de la 

forme 1 
x=O(lpl ~-1) ind@endant de O. 

Chacun de ces tores invariants par F. correspond d u n  tore invariant de dimension 
n + 1 pour l'~quation diff~rentielle (E~) initiale. 

D6monstration (esquisse). On commence par chercher un tore invariant par 
l'apptication obtenue ~ partir de F. en ne gardant dans (**) que les termes 
ind6pendants de 0; autrement dit, on cherche/~ r6soudre l'6quation 

~21 _~_ #2 22 _[_ as• 1 _[_ ,.. _[_ a2s - lX2S-2_~_/Aa2X_[_ ... ~_].2atsXS- 1 = 0 .  

Sis  est pair, cette 6quation admet pour # voisin de 0 une unique solution 
xo(#) de la forme 

XO(~)= (--/~/21/sll  -~O([#[s21). 
a s l 

Sis  est impair, et si a s <0  (resp. a s >0) cette 6quation admet pour # positif 
voisin de 0 (resp. # n6gatif voisin de O) deux solutions x o (#) de la forme 

2 Xg (#) = "~-( ~/21]s--11 -{- 0 (l#ls-- 1). 
- -  \-- a~l 

On fait comme en III-2.7. un changement de variables: 

X = X o ( l ~ ) ( l + # y  ), y e [ - 1 ,  +1] .  
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L'application F use transforme en une application 

nu:  T" x [ - 1 ,  + I]--. T" • IR de la forme nu(O,y)=(O(O,y,#),Y(O,y,#)) , 

avec 1 
O(0, y, #)= 0 + e)(#)+ I#11 +s- 1 o1(0,  y, #), 

+ 1  
Y(O, y, #)= [1 - ( s -  1)21 # ] y +  I#11 s-1 yl(o ' y, #). 

1 
Les fonctions O1, YI sont r6gulieres par rapport /t O,y, I#1 s-1 pour 0e  T", 

y e  [ - 1 ,  + 1], I#1 assez petit s i s  est pair [mais seulement # > 0  (resp. # <0 )  s i s  
est impair et ~s < 0 (resp. % > 0)]. 

La m6thode de point fixe s'applique alors pour fournir les tores invariants 
sous la forme y =  u(O) et pour 6tudier leur stabilit6. 

IV-2.3. Th~or~me ( q e 2 Z  n, k impair, done f2o~O 0 .zn+( 89 Avec les nota- 
tions de IV-2.1.(.) on suppose que 21>0 et que %s+1=I=0. Si cc2s+l>0 (resp. si 
%~+1<0) il existe pour # > 0  (resp. #<0)  assez voisin de 0 un couple de tores 
invariants de dimension n (run contenu dans T " •  l'autre contenu dans T ~ 
• ~ _ )  globalement invariant par flu" Ce couple est asymptotiquement stable (resp. 
instable) ce qui signifie que chaque tore, invariant par (Fu) 2, est asymptotiquement 
stable (resp. instable). Chacun des tores est donn~ en premidre approximation par 
une ~quation de la forme 

1 

x = 0 (Ipl ~ )  indkpendant de O. 

A c e  couple invariant par flu correspond un unique tore de dimension n+ 1 
invariant par l'Oquation diff~rentielle E u et rev~tant deux fois le tore invariant 
initial. Bien entendu cette situation ne se produit que si d i m E >  1. 

D~monstration (esquisse). On calcule 

F2. (O, x)=(f(2)(O, x, #), 0(2)(0, x, #)), 

f(2)(O, x, #) = O+ 2COo + 2#o91 + 2f12x2 + ... +2fl2sX 2s 
+0(1#12+1#11x12 +1x12'+2), 

 9 (2)(0, x, #) = [1 + 2 # 21 + #2 (22 + 2 22) ] x - 2 ~2 ~ + 1 x2 s + 1 . . . . .  2 c~4~_ 1 x4~- 1 
_ [2cQ~+I+(2s+ 1) 2 4s+1 . . . . .  2 # ~ _  O~2s+ 1"] X - - 2 # ~ ; X  3 1 X 2 s - 1  

- 2 # [ ~ s + l + % ~ + l ( s + l ) 2 1 ] x  2~+1 
+ O(1#13 Ixl + I#1 = Ixl 3 + I#1 [xl 2s§ + ]x['S§  9 

On procede comme au theoreme precedent pour trouver deux tores invariants 
par if2, dont l 'equation s'ecrit en premiere approximation 

1 
x---- ___Xo(#) , Xo(#)---O(l#[ 2~) ind6pendant de 0. 

L'image par flu d'un tore invariant par ffff est encore un tore invariant par ff~. 
Si l 'equation du tore est en premiere approximation x =  ___Xo(#), celle de son 
image par /7  u est en premiere approximation x =  T-Xo(#). 
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On en d6duit le th6or6me grfice it l'unicit6 de la solution du probl6me de 
point fixe qui a fourni les tores invariants. 

IV-2.4. Nous pouvons aborder maintenant le cas (ii) off le fibr6 42 n'est pas 
trivial: f2oe 89 0  9 (7/"\27/")+ 89 

Notons T"=IR"/27/"; on a les applications naturelles de revetement: 
~ " +  T " +  T"; aux applications 

F: IR" x E x ~--*IR" x E x R,  

correspondent des applications 

F: T " x E x ~ - - * T " x E x ~ . ,  

Gu, Fu: IR"xE~IR"xE 

Gu, Fu: T " x E ~ T " x E  

aq: T'xE--~TnxE 
dhfinie par 

~(0, x)=(O+q, x) 
envoie Z ( T " x  R + ) c ~ 2  sur Z(T"x ~_)c~2 (voir fig. 2). On en d6duit que cette 
translation 6change les 2 composantes connexes de ~ - T ' x  0; ceci implique 
que dans la forme normale approch6e de/~, (voir IV-2.1.) le premier terme non 

qui revatent respectivement F, G,, Fu. 
On d6duit de 11-3.6. que le sous-fibr6 42 de T " x  E invariant par G O a pour 

image r6ciproque dans T" x E un sous-fibr6 72 trivial, invariant par (~o. 
Quitte ~ stabiliser T" x E comme en III-1., on peut alors supposer qu'il existe 

un isomorphisme fibr6 
Z: T ' x ( E 1 0 I R ) ~ T " x E  

tel que ~1 =S(T" x E1), ~2=Z(T"  x IR) (d6composition de T " x  E en somme de 
sous-fibres invariants par (~o). On en deduit comme en III-1. l'existence d'une 
sous-variet6 ~ de T" x E x R diffeomorphe ~ T" x R x R localement invariante 
par ff et localement attractante (on applique le th6or6me 11-1.7. apr6s le 
changement de coordonnees defini par Zx id). 

Remarquons maintenant que ff commute avec les translations en 0 par un 
616ment de 7/". Si on fait la d4monstration de I1-1.7. en utilisant la conjuguee par 
Zx id d'une application deduite de F par une troncation en la variable x eE et 
commutant avec les translations de Z", on obtient une vari6t6 ~/~ invariante par 
ces translations; en effet, le point fixe unique de la contraction C se trouve dans 
le ferm6 invariant de A ~ form6 des applications ~o' T" x IR x ~ ~ E 1 dont le M , I , I  
graphe a son image par Zx id invariante par les translations de 7/L 

On obtient ainsi au quotient une sous-vari6t6 ~ de T ' x  E x ~ invariante 
par F et localement attractante; les sections par les plans #=cons tan te  sont 
localement des sous-varidt6s ~U de T n • E: ~u est localement invariante par F, et 
localement attractante; elle est diff60morphe b~ l'espace total de 42 car le 
diffdomorphisme naturel de l'espace total de 72 sur ~7~ passe au quotient. 

Etudions maintenant les tores invariants par F, trouvds dans l'&ude du cas 
(i); remarquons tout d'abord que la non-trivialit6 de 42 6quivaut it l'existence 
d'un 616ment q s 71" tel que la translation 
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~nx R + 

.4 
~ 

~nx R_ 

Z' 

Fig. 2 

nul de la forme ~tx ~ dans O(0, x, st) v6rifie <<t impair>>. En effet, le caract6re 
attractant ou r6pulsif du tore invariant 7'" • 0 pour F 0 doit &re le m~me dans 
chacune des composantes connexes de ~o (voir figure); on peut 6galement 
raisonner analytiquement en calculant les moyennes des coefficients. 

Enfin, puisqu'en premi6re approximation le conjugu6 par 2 de la restriction 
de/~q ~t ~ s'6crit 

(0, x)~--~(O+q, - x )  

l 'argument d'unicit6 des points fixes montre que le couple de tores invariants par 
Fu fourni par l'6tude du cas (i) donne au quotient un unique tore dans 
invariant par F et rev6tant deux fois T" • 0. 

On laisse au lecteur le soin d'6noncer un th6or6me analogue ~ IV-2.2. et IV- 
2.3. en remarquant qu'il n'y a plus de raison de distinguer le cas oO k est pair du 
cas off k est impair. Les dessins de la fig. 3 r6sument la situation dans le cas oO n 
= 1 : les cycles asymptotiquement stables sont en plein, les instables en pointill6; 
on n'a repr6sent6 que le cas << supercritique >> (le cas <<sous-critique>> s'obtient en 
inversant pleins et pointill6s et en changeant St en -st). 

IV-3 .  C a s  r = 3 

On suppose que les hypoth6ses (H'I) et (H~) du paragraphe III-2. sont 
v6rifi6es, ce qui permet d'appliquer le lemme III-2.2. relatif au changement de 
stabilit6 du tore invariant. 

On suppose enfin qu'il existe q=(q l ,  ..., q,) eZn  tel que 3f2o+q.~OoeZ;  le 
lemme 11-3.1. nous permet de supposer que les qi sont des O, des 1, ou des - 1 .  

Remarquons que la partie de l'hypoth6se (H~) de III-2.5. relative au cas r = 4 
est alors automatiquement v6rifi6e. 

Les changements de variables du III-2.5. nous ram6nent ~ l'&ude de 

F:  JR" x ~ x ]R---*]R" x C x P,. 

d6finie au voisinage de IR" x 0 x 0 par 

F(O, z, st)=(f(0,  z, #), O(0, z, st)) 

f (o,  z, u)= 0+ 0~0 +sty1 + st2,0'1 +1zl2,02 + o @ i  3 +lul Izl2 + IzP), 
(1) O(0, z, st) = 2o [(1 +#21 -'~-stZ~2)zqL(O~O-J-st~l)e--2inq'O22-~-O~2Z]g]2 ] 

+ O(Istl 3 Izl + Istl ~ Izl ~ + Istl Iz?  + Izl 4) 

pourvu qu'initialement F soit suffisamment d6rivable. (Remarquer que 
2o ~ 7.2(~ 2''q" ~176 = 1.) 
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~ 2 trivial, k pair, s pair: 

-d,--- Tlx 0 - - - - - . ~ ~  

~ 2 trivial, k pair, s impair: 

~ 2 trivial, k impair: 

~2 non trivial (Moebius): 

Fig. 3 

En coordonn6es polaires (notations du III-2.7.) on obtient  

0 (0 ,  O, r, # ) =  0 +e)  o -~- ]2 o) 1 -~ p2 0)' 1 + r2 (~02 + 0(1~1 a + Iml r2 +r3),  

(2) 

165 

1 
~P(O, @, r, i~)=~k + f2o +~-~(Im[uoe- Zi~(q'~ 3o)])r 

1 
+2~(Im20p+f22op2+f2a~(q .  O+ 3~b)#r 

+ Qo2 (q" 0 + 3 0) r 2 + O((1•1 + r)3), 
R(O, O, r, p)=(1 + #  Re 21)r + ( R e  [co e -  2i~(q'~ 

+P2o#2r+Pl l(q" 0 + 3  I//)/A r 2 +Poz(q " 0 + 3  I]/) r3 -t- 0 [r(l#l-I-r) 3] 
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O1~1 P20, P11, P02, ~c~20, ~11,  002 sont d6termin6s par le syst6me 

22 = P2o + 2 i~ E22o- l ( Im 21) 2 +/ (Re 21). (Im 21), 

~1 e -  2i~(q~ 3qO=pl 1 + 2 i~Ol l  - ( I m 2  0  9 (Im[~oe- 2i"(q~ 3~)]), 

~z2=po2 + 2i~E2o2- 89 Zi~(~'~ 3q')]) 
+i(Im[~oe-Zi,(qO+3r (Re [% e- 2~-(~" 0 + 3 ~,)]). 

On supposera dans la suite que ~o:1:0: Remarquons que l'application F 
~tronqu6e>> obtenue ~ partir des formules (2) en oubliant les restes O(...) passe 
au quotient par le rev6tement ~ trois feuillets de T" x IR 2 x R sur Tn x ~2 X JR, 
ramifi6 le long de T" x 0 • IR, d6fini par 

(O, ~,r, #)~-+(O, t~, ?, p) avec 0=0,  ~ = q . 0 + 3 ~ p ,  ~=r.  

Nous noterons 
(0, ~, ~, ~ )~ (0 ,  r .~, ~) 

l'application obtenue au quotient; elle s'6crit 

~(0, ~;, ~, u )=0+~o  +U~Ol+U2~; +~2%, 
IP(0, ~, #, ].,/) = ~ -'[- 1~1]A -[- ~2 ]A 2 _[_3 (im [~o e_ 2~.q;])# 

2~ 
(3) + ~'~11 (~/~) ~/~ + ~'~02 (r ~2 

/~(O, ~, ?,/~) = (1 + p  Re2 , ) ?+(Re[~oe -  2~])72 +P20p2 ~ 
-~- P 1 1 ( ~ ) ~  2 AI- p02 (r r 3 

off 
3 

~1 =q.c% + ~ I m 2 1 ,  ~2 =3(220 +q  9 0fl, 

~11(#;) = 3~11(~), ~o2(~) =3Qoz(~)+q .~%. 

Cherchons, pour chaque # 4= 0, un tore T" invariant par l'application obtenue 
en fixant ~; on cherche ce tore sous la forme d'une solution #;=~o(P), ?=ro(p) 
du syst6me d'6quations 

(3') ,~ (0, ~;, ~, ~)= ~. 

On voit facilement que ce syst6me admet une solution unique analytique en 
# telle que 

~o(#) = q~o + 0 ([Ut) 2 i~ 
(4) ~1 -~ -3 -  q" (D1 

~o(14)=#rl+O([p[ 2) 0~1 qe-2i~(~~ 4:0 
o~ o 

(on choisit de prendre Po(#) < 0 s ip  < 0). 
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A c e  tore invariant par l'application F, tronqu6e et prise au quotient 
correspond un tore (resp. un ensemble de trois tores) invariant par l'application 
F, tronqu6e elle-mame, selon que q ~ 3 7/" (resp. q e 3 7/"). 

IV-3.1. ler cas: qr 
A une renum6rotation pr6s des coordonn6es dans T", on peut supposer que 

qa = _+1 (off q=(ql  . . . . .  q,)). Le changement de coordonn6es 

defini par 
(01 . . . .  , 0,, 4, r)~-+(O'l, ..., 0;, (~', r') 

0; =0, 
Oi=Oi, i = 2  . . . . .  n, 

0 ' =  1 - - ( q . 0 + 3 0 ) = 0 1 + . . .  
ql 

a le m6rite de transformer le tore invariant par l'application F, tronqu6e en un 

tore de coordonn6es (celui d'6quation O'=O{)(/~)= 1 ~o(#), r'=ro(/~)). 
ql 

On fait alors (comme au chapitre III) un changement de coordonn6es au 
voisinage de ce tore en posant (comparer h III-2.7.) 

0 '=0;(~)+~,  
r'=ro(#)(1 +l~X). 

avec 

(5) 

avec 

L'application F s'6crit maintenant 

(0', o, x , /~ )~(0 ' ,  ~, X, ~) 

O'(Ot ,  O-,X, ~) = O' -1- yO-'}- ~71  -~- 0(1/~[2), 

~(0, o, x, ~) 

(70)i = ((-00)i, (71)i = ((.01)i pour i = 2  . . . . .  n, 

(70) 1----00,  (701=~(Im21)+~(Im[or.oe-Zi~~176189 

/ Re[rlO~O e-zing'~ 2nql(Im[rlo~oe-2i~Oo])t. 
M= 3 . -  

12~ql(Im[rlc%e-2"~~ -3(Re[rlo~oe-2i~gu~ 

(Remarquer Re21 = - R e  [r, ~oe-2i~t0~ Puisque Re21 4=0, on a 

- 3 2izt 2 detM=-31qaoe-21~~176 e = -  2 1 + ~ - q . a ~  1 <0.  
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On en d6duit que la matrice I d + p M  a deux valeurs propres r6elles 1 +#(k,  k 
= 1, 2, qui v6rifient (1 "~2 <0. 

I1 est commode de faire un changement de coordonn6es lin6aire dans le plan 
(x, a) qui diagonalise Id + #M; l'application F devient 

(0, X1, X2, ]A)b--'-~ (O, X l ,  X2, ~) 

(on a supprim6 les accents sur O) avec 

(~(0, X1, X2, ]-/) = 0-[- ~)0-1- #y 1 _[_#2 O1(0 , X1 ' X2 ' #), 
(6) X l ( O  , x1 ,  x2 ,  # ) = ( l  +# (1 )x1  . .~2 Yl(O ' x1 ' x2  ' ~),  

X 2 ( O  , x 1 ,  x 2 ,  ~)=(1 "t-#~2)X 2 ..~/,/2 Y2(O ' x1 ' x2  ' #) 

(7) 

off 

off 01, Y~, Y2 sont Z"-p6riodiques en 0 et r6guli6res (d6finies par exemple pour 
(Xl ,X2)e[-1 ,  1] 2 et I~1_-__~). 

Suivant la m6thode utilis6e au chapitre III, nous cherchons maintenant deux 
fonctions Z"-p6riodiques u 1 (0), u z(0) dont le graphe soit invariant par F, c'est-/t- 
dire telles que 

ul [~ ... . .  (0)] =(1 +p(1)u~(O)+# z }71 [0, ul(O), U2(0),/./], 
Ue[r .. . .  2(0)]----(1 +#(z)u2(O)+# z YE[O, Ul(0), U2(0), #], 

I~ . . . .  2(0) = 0..~_ ~)0._]_ ]A~ 1 +]./2 O1 [0, t/1 (0), U2(0), #]. 

Soit U l'espace m6trique complet des fonctions u: T"--*N continues born6es 
en modules par 1, de constante de Lipschitz 6gale ~t 1, muni de la distance 
d(u,u')= sup lu(O)-u(O')l. On montre facilement que, si u 1 et u z sont dans U, 

OET n 
l'application ~,,~2 est un lip6omorphisme de T". 

Supposons #~1 >0  (simple question de notations). R6soudre le syst6me (7) 
revient/l trouver un point fixe pour l'application 

(ul, u g h ( a 1 ,  ti2), 
off 

tll(O)=(1 + P ~ I ) -  i I'll [fI-)u,,u2(O)']--#2( 1 -t- ~/~1)- 1 Y1 [0, Ul (0), u2(O), # ] ,  

(8) tiz(O) =(  1 +#~2)uz[cp~x,.2(O)]+#2 y2 [~).2(0),  ul(~x2(O)),/,/2(~,1,2(0)), #]. 

On montre sans peine que cette application laisse U 2 invariant et d6finit en fait 
une contraction de U 2, d'ofi la conclusion comme au chapitre III. 

IV-3.2. 2dme cas: qe3Z"  (on peut supposer q=0):  
Pour traiter s6par6ment chacun des trois tores 6chang6s par l'application F. 

tronqu6e, on calcule F 3" u, en coordonn6es polaires c'est une application de la 
forme 

(0, 0, r)~-'* (O3(0, qJ, r, #), T3(0, O, r, #), R2(O, ~9, r, #)) 
avec 
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0 3 ( 0  , ~/, r, p ) = 0 +  3O)o+3p0) I + 3 #  2. CO' 1 + 3 r  2 .0) 2 +O(l#[3+[#lr2+r3), 
3 

~3(0, ~, r, # ) = ~ + 2 ~  (Im 21)# +~-~ (Im [~o e-  6i"q'])r 

(9) + A2o#2 + A11(3 O) #r + Ao2(3 O)r2 + O((l#l + r)3), 
R3(O , ~, r, #)=(1 + #  R e  )~l)3 r + aol  (3 tl/)r2 + ff 2o#2 r 

+ a l l  (3 O) # r2 + 0"02 (3 O)r3 + O I-r(l#l + r) 3] 

o6 (notations des formules (2) au d6but de IV-3). 

A2o=3f22o, 

A,~(3O)= 3 f2,1(3 ~ )+  3 [ (Re20  f2oa(3O)-2~( Im 21)Po1(3 ~)] ,  

Ao2(3 ~) = 3 f2o2(3 ~ ) -  6Po~(3 0) f2o~(3 ~), 
0"oa(3 ~ )=  3 Po1(3 ~) +4pg1(3 ~), 

0"20=3P20,  

0"1~(30)=3p11(3t))+ 5(Re21)Pol(3O)+9--~(Im21)P'o1(3tl/), 

0"o2(3 ~) = 3po2(3 ~) +9f2ol (3 ~) p~1(3 ~), 
avec 

1 6i~0)=4@P,o1(3~) ' f2o,(3 ~) = ~ I m ( % e -  

po1(3 ~ )=  Re(c% e- 6i~~ = - f2~1(3 ~). 

L'application F, 3 tronqu6e laisse invariants les trois tores T" 6voqu6s au 
d6but du paragraphe, qui ont des 6quations de la forme 

r = ro(#) , ro(#) = #r  1 + O(l#12), 
o6 

=~9~)(#), i=  1,2, 3 0g)(#)=r 

Le changement de variables 
r = ro(#)(1 +#x) ,  

transforme F# 3 en une application 

telle que 
(0, o, x)~--,(O, ~, X) 

(10) 

avec 

0(0, a, x, ~) = 0 + 3 COo + 3/to91 + O(l#[z), 
X (O, 0-, x, x 2 
~(O, a, x, ~l) =(Id + #M) (a) + O('p' ), 
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M =  
3 Re(rl O~O e-6i~o~o~ 

2~-Im (r 1 ~o e -  6in~r176 

67t Im(r 1 ~o e -  6i~~176 

- 9  Re(r 1 ~o e-  6i'oCd') 

Tout se poursuit alors comme dans le premier cas: on obtient trois tores de 
dimension n invariants par F~; en regardant les parties lin6aires on voit que ces 
tores sont 6chang& par F u. 

IV-3.3. I1 nous reste fi 6tudier la stabilit6 des tores bifurqu6s: les deux cas se 
traitent identiquement; en reprenant les notations de la fin de la d6monstration 
du premier cas, on est amen~ ~ poser 

xl  =u~(O)+ x'l, 
i x2 = u2(0) + xz, (11) 

X l  = " 1 (  + . . . .  2 (0)) -~- X'I, 
x2 =u2(  .... 

off u~ (0), uz(O ) sont solutions de (7). L'application (6) devient 

0 ( 0 ,  Xtl, X2, # ) =  0-1-~0 "~- ]'2 ~ 1 -~- O(M2), 
(12) S'a(O, X'l, x~, ]2) = ( l  q-- ~ ffx)x'l + 0 [[/~12(Ix'll + Ix~l)], 

X'2(O, x'l, x' 2, #)=(1 -I- y ~2)x2 + O [IpJ2 (Ix'1[-I- ]x21)]. 

On conclut ~t l'instabilit6 par 11-1.19 puisque ~1 {2 <0. 

Enonqons ces r6sultats sous forme de th6or6me: 

IV-3.4. Th6or~me. On suppose que 3 f2 o + q-oo o ~ Z,  que F u est assez rOguli&e, et 
que les hypotheses du dkbut de IV-3. sont v&ifi~es. Si ~o +0  (voir (1)) il existe pour 
/~ ~ 0 proche de 0 un rev&ement d trois feuillets de T" x 0 invariant par flu, trivial 
si q e 3 71", diffdomorphe d T" si q ~ 3 Z", instable pour tout/~ dans les deux cas. A 
ceci correspond dans les deux cas un tore de dimension n+ 1 invariant par 
l'kquation diff&entielle (Eu) , #4~0 proche de O, rev&ant trois fois le tore invariant 
T~ +1 initial, et instable pour tout # + 0 .  

D6monstration. Seule la partie relative ~ l'6quation (E,) n'a pas 6t6 d6mon- 
d6montr6e: 

si q~37Z", la vari&6 invariante qu'on obtient pour (E,) s'6crit comme le 
quotient de T" x [0, 1] par la relation d'6quivalence 

(z, 1)=(f(z) ,  O) 

off f est la restriction de F. au tore qu'elle laisse invariant. En utilisant le 
diff6omorphisme 

0 ~ (0, U 1 (0), U 2 (0)) 

de T" • 0 sur ce tore, ainsi que les formules (5), on montre que f est isotope 
l'identit6, ce qui permet de conclure. 
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Morceaux de ~ invariantes 

q~3Z 

/ / I  

T1xO 
Coupes superpos6es avec traces des vari6tds invariantes et indication de leur 

stabilit6 (valable pour tout q si Re2~ >0): 

| 
"~"x 7 \ x "  

__.<1 

T 1 x ~  
qe3~g TlxO 

Fig. 4 

si q~37/", la vari6t6 invariante qu'on obtient pour (E,) s'6crit comme le 
quotient de (T~w Tz"~ T3" ) x [0, 1] par la relation d'6quivalence 

(r, 1)=(f(r),  0) 
off 

f: T, T2, T2 T3, T3-*Tx 
est, sur chaque T~, isotope h l'identit6, Cod la conclusion. 

La figure 4 dacri les cercles invariants de flu lorsque n = 1. 

IV-4. C a s r  = 4 

On suppose que les hypoth6ses (H'I) et (H~) du paragraphe III-2 sont varifi6es, 
ce qui permet d'appliquer le lemme III-2.2. relatif au changement de stabilit6 
du tore invariant. 
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On suppose enfin qu'il existe q = (q 1, ..., q,) 6 2g" tel que 4 f2 o + q- o) o 6 2g; le 
lemme II-3.1. nous permet de supposer que les qi sont des O, des 1, des - 1, ou des 
2. 

Remarquons que la partie relative au cas r =  3 de l'hypoth6se (H~) de 1II-2.5. 
est alors automatiquement v6rifi6e. 

Les changements de variables du III.2.5. nous ram6nent fi l'6tude de 

F: F,." x C x R - ~ I R "  x ~ x ] R  

d6finie au voisinage de IR" x 0 x 0 par 

F(O, z, p)= (f(O, z, #), ~(0, z, p)), 

f(O, z, p)= 0 + e) o + pco 1 + [zl 2 e) 2 + o(1~12 + lul Izl z + Iz14), 
(1) ~(0, z,/~) = 2o [(1 d-/.t,~l) Z + ~0 Z2 Zd- 0~1 e- 21~q.0~3] 

+ O(M 2 Izl + I~1 Izl 3 + IzlS), 

pourvu que F soit suffisamment d6rivable. 
En coordonn6es polaires (notations du III-2.7.) on obtient 

0(0, ~, r, #)=0+o90+#o91 +r2~o2+O(I#12+[#1r2+r4), 

~(O, ~, r, # ) = ~  +f20 + ~--~(Xm20 # + ~  (Imc%)r 2 

(2) 1 + (Im[o~le-Zi~(q'~176 

R(O, ~9, r, #)=(1 + #  Re 21)r +(Re c% + Re [c q e-Zi~(q'~176 3 

+O(l~l zr +1~1 r3 -l-rS). 

Comme en IV-3, l'application F <<tronqu6e, obtenue/t partir des formules (2) en 
oubliant les restes O(...) passe au quotient par le rev~tement/t quatre feuillets de 
T" x R z x R sur T" x R 2 x R,  ramifi6 le long de T" x 0 x R,  d6fini par 

(0, 0, r, ~)~(0, ~, ~, ~) 
avec 

0=0,  ~ = q . 0 + 4 0 ,  f = r .  

L'application (0, ~, f,/~)~--~ (0, tp,/~,/z) obtenue au quotient s'6crit 

0(0, q~, L ~)= 0+coo+~col + ~o92, 
~(0, q~, ~, ~)=~ + G  ~+~(~)~L 
/~(0, ~, f, #)=(1 + ~  Re21)P+(Re% + Re[ca e- 2~~ f 3, 

2 
r ~ l = q . c o l + - I m 2 1 ,  

7~ 

~(~)=q.o92 + 2  Im%+2-n Im[7x e 2in~]. 

(3) 

off 
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Comme en IV-3, on cherche pour chaque p + 0  un tore T n invariant par 
l'application obtenue en fixant #, sous forme d'une solution ~ =~o(P), ?=?o(P) 
du syst6me d'6quations 

~(0, ~, ~, ~) = 4;, 
(3') /~ (0, ~, ~, ~)= ~. 

Ce syst6me s'6crit encore 

(3") ()~1-q-i 2 q . oJ1) #+ (C~o +~1e- 21r~ q-i2 q . (02) r2=O. 

Une condition n6cessaire d'existence d'une solution est manifestement que 

iTc 
:% + ~ q "(02 O~ 1 e- 2i~7 + soit r6el, 

21q-t~q'(01 21+i~q'(01 

et donc en particulier que 

Im{ (4) 
ire in - 

J 

Al+~2q "~1 ~ 2 o + ~ q  

Si l'in6galit6 (4) est stricte, on a deux solutions du syst6me, sous la forme 
implicite 

#=#i72, i=1 ,2 .  

Si de plus 

~0 i ~ (02 ~ (5) +5-q. f~l, 
on  a 

#~p2<O. 
Si au contraire 

I g 03 2 (6) =o+i~q" >1~,[, 

on  a 
Plp2>O. 

En r6sum6, si (4) est stricte et si (5) est v6rifi6e, il existe pour tout p + 0  un 
tore T" invariant par l'application F u tronqu6e et pass6e au quotient par le 
revfitement/t quatre feuillets. Si (4) est stricte et si (6) est v6rifi6e, il existe pour 
# < 0  ou pour # > 0  (suivant le signe de Pl et/~2) deux tores T" invariants par 
l'application Fu tronqu6e et pass6e au quotient par le rev&ement /l quatre 
feuillets (voir figure 5). 
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(/.) et (5) (4) el (6) 

t~ [ " ~  I _--/z 

Fig. 5 

Enfin, si (4) n 'est  pas v6rifi6e, il n 'y  a pas de tore T" autre  que T" x 0 invar iant  
par  F, t ronqu6e et pass6e au quot ient  par  le r e v & e m e n t / t  quat re  feuillets. Nous  
ne t rai terons pas ce dernier  cas off des totes invariants  T "+1 peuvent  appa rah re* .  

Le reste de l '6tude (lorsque (4) stricte est v6rifi6e) se poursui t  c o m m e  dans 
IV-3 en dist inguant  les trois cas suivants:  

IV-4.1. qe4 ;g" :  L 'appl ica t ion  F, t ronqu6e laisse invar iant  un ensemble de 4 
tores de d imension n pour  # 4= 0 (resp. deux ensembles de 4 tores de d imension  n 
pour /~  < 0 ou pour  # > 0). On raisonne alors sur F2. 

IV-4.2. q e 2 7l" \4 2g", 4 f20 + q  9 ~o o ~ Z \ 2  Z:  L 'appl ica t ion  F, t ronqu6e laisse inva- 
r iant  un ensemble  de 2 tores de d imension  n rev~tant deux lois T" x 0 pour  p ~ 0 
(resp. deux ensembles de 2 tores de d imension n revfitant deux lois T " x  0 pour  
/~<0 ou pour  p > 0 ) .  On ra isonne alors sur F, 2. 

IV-4.3. qr L 'appl ica t ion  F, t ronqu6e laisse invar iant  un tore de d imension 
n revatant  quatre  fois T" x 0 pour  # 4= 0 (resp. deux totes de d imension n rev~tant 
quat re  fois T " x  0 pour  ~t < 0 ou pour  p > 0). On raisonne alors sur F,.  

Dans  tous ces cas l '6tude de la stabilit6 des tores bifurqu6s se fair c o m m e  au 
IV-3.3. Les calculs de la matr ice  M e t  des valeurs propres  ~1,~2 sont ici 
analogues  ~t ceux du cas r6sonnant  24o = 1 de [13] (w 

On peut  6noncer le th6or6me suivant, ineomple t  en ce qu'il  laisse de c6t6 le 
cas off (4) n'est pas v6rifi6e: 

IV-4.4. Th~or~me. On suppose que 4~2o+ q  9 COoeZ, que F, est assez rOguli&e, et 
que les hypothkses du dObut de IV-4. sont v&ifiOes. 

Si l'inOgalitO (4) West pas vOrifiOe, F u ne laisse pas invariant d'autre tore T" que 
T" x 0 pour la voisin de O. 

On suppose maintenant que l'inOgalitO (4) est vOrifiOe strictement: 
Si (5) est v&ifi~e, il existe pour 1~4=0 proche de 0 un revYtement d quatre 

feuillets de T " x  0 invariant par F,, trivial si q e 4 Z ' ,  ayant deux composantes 
connexes si qe2Z"\471" ,  diff~omorphe d T" si qr instable pour tout # d a n s  
les trois cas : 

Si (6) est v&ifiOe, il existe ou pour # < 0  ou pour # > 0  proche de 0 deux 

* Des r6sultats partiels dans ce sens ont 6t6 obtenus par V. ARNOLD, F. LEMAIRE 
& Y. WAN. 
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<0 ' - ' ~  q~27Z u.>O . ' ~  

. ~  qe27/\4Z 

T1x~ ~_- -o--.~. 
T I x ~ ~  

/ / / ]  qe47/ 
. / 1  

Fig. 6 

rev~tements invariants comme dOcrits ci-dessus ; l'un au moins de ces rev~tements 
est instable, la stabilitO de l'autre d@end du cas particulier. 

A ceci correspond: dans le cas (5), un tore de dimension n +  1 invariant par 
l'~quation diff&entielle (E,), #4=0 proche de O, rev~tant quatre fois le tore 
invariant T~ +1 initial, et instable pour tout #.l=O; dans le cas (6), deux tores de 
dimension n + l  invariants par (Eu), revYtant chacun quatre fois T "+1 n'existant 
que pour # < 0 ou pour # > 0 proche de O, et dont Fun au moins est instable. 

IV-4.5. Remarque. Le lecteur aura pu constater 
1) que les calculs de ce chapitre ressemblent 5. ceux de [13], 
2) que ce n'est pas le masochisme qui nous a pouss6 5. utiliser des formes 

normales plus longues qu'au III. 
La figure 6 illustre le cas off la bifurcation se fait des deux c6t6s (casn = 1) (pour 
l'autre cas, superposer les figures correspondant 5. p < 0 et p > 0). 
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Chapitre V. Commentaires et Contre-Exemples 
V-1. Etude des hypotheses 

Pour obtenir les th6or~mes de bifurcation des chapitres III et IV nous avons 
fait (en dehors des hypotheses initiales sur l'existence pour # = 0  d'un tore T" 
invariant et d'une application de premier retour) des hypotheses de plusieurs 
types sur la famille F.: 

(i) HypothOses g~ornOtriques: il. Persistance d'un tore invariant T. de 
dimension n pour Fu lorsque/z est proche de 0. 
i2. Hypoth~se tangentielle sur F0: existence d'une conjugaison C * de 
= f o / t / ~ o  ergodique. 
i3. Hypoth6se normale sur Fo: le spectrographe St(Fo) contient une 
valeur propre esimple~ 2 o = e  2 i~~ 

(ii) HypothOses de transversalitd et d'attractivit~ vague en #=0 :  Non 
annulation de Re 21 et Re ~ dans les notations de III-2.6. 

(iii) Hypotheses diophantiennes sur Fo: Caract6re e suffisamment irrationnel>) 
du (n+l)-uple(e)0,~2o). Nous allons rapidement examiner ces 
hypoth6ses. 

i. 1. Dans le cas classique de la bifurcation de Hopf des diff6omorphismes la 
persistance du point fixe de Fu: ~ ,P~RP pour/~ voisin de 0 est assur6e par le 
th6or6me des fonctions implicites d6s que le spectre de dFu(O) ne contient pas 1. 

Ici un tel recours ne fonctionne pas mais on montre dans [5 bis] que, dans 
les conditions des th6or6mes de bifurcation des chapitresIII, IV, V, il y a 
effectivement persistance d'un tore invariant Tu par F~. 

i.2. S in  = 1, il d6coule de [9] que sur tout chemin C a de diff6omorphismes C* 
de T ~ (k>3) sur lequel le nombre de rotation varie, l'hypoth6se tangentielle est 
v6rifi6e avec l<=k-2 pour un ensemble de valeurs du param6tre ayant une 
mesure de Lebesgue positive. 

i.3. Pour 6valuer l'hypoth6se normale commenqons par 6tudier l'effet d'un 
changement de variables ~normalement lin6aire>~ qui, bien entendu, ne change 
pas le spectre de ~ :  au couple (H, h), H~cg~(T"; GL(E))(resp. cg~(T"; GL(Er 
he Diff~(T"), on associe l'op6rateur 

~'~ ~GL(C~'(T ~', E)) (resp. GL(C~t(T"; Er 

d~fini comme ~ '  par 
(~r X)(0) = U (h- '(0)) X (h- ' (0)). 

On obtient 
(3tf-1 X)(0)= n-'(O)X(h(O)), 

( ~ f J W - '  X)(0)= U (h- '(0))A (g- 'o  h- ~(0)) 
 9 U - ' ( g  'oh- ' (O))X(hog t oh-'(O)) 

=B(h o g- ~o h- '(0))X(ho g- ~ o h- ~(0)), 
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avec 
B(O) = C(h-l(O)), 
C(O) = n (g(0))a (0) n - 1  (0). 

On a donc remplac6 ff par ho~oh-1  et A(O) par C(h-1(0)). 
On dira que l'application 

O~--~ H(g(O))A(O)H-1(0) 
est g-cohomologue sur P-. (resp. sur IE)/t l'application 0~--~ A (0) (sous-entendu par 
une cohomologie de classe C ~ d6finie par O~---,H(O)). 

L'hypoth6se normale exige l'existence d'un sous-fibr6 de rang 1 ou 2 inva- 
riant par G o sur lequel l'application O~---,A(O) correspondant ~t G 0 soit g- 
cohomologue/ t  une constante (apr6s un 6ventuel rev&ement rendant trivial le 
fibr6). 

En dimension un, le passage aux logarithmes ram6ne le probl6me de la g- 
cohomologie (lorsque A(O) est inversible) /l la r6solution d'une 6quation aux 
diffdrences (voir (iii)). 

I1 r6sulte des travaux de HEDLUND que si l'6quation aux diff6rences 

~(0+o0)-~9(0)=9(0) (i q)(O)dO=O) 

n'a pas de solution continue ~, le diff6omorphisme F de T 1 x P, d6fini par 

F(0, x ) = ( 0 +  o), e ~~176  9 x) 

a une orbite dont l'adh6rence est T 1 x 1t+ (voir [7] et [-15]). 
L'hypoth6se de g-cohomologie/t  une constante est donc bien une hypoth6se 

g6om6trique tr6s forte (existence de cycles invariants autres que T 1 x 0). 
En dimension deux, on retrouve tous les probl6mes de la dimension un 

(d6terminant) compliqu6s par la non-commutativit6. De plus, l'application 
Ow-,A(O) peut 6tre homotopiquement non triviale. 

Dans le paragraphe suivant on examine la possibilit6 de remplacer 
l'hypoth6se d'existence d'une valeur propre par la seule hypoth6se d'existence 
pour G o d'une famille de tores de dimension n + 1 invariants. 

Les hypoth6ses de transversalit6 et d'attractivit6 vague pour # = 0  (ii) sont 
analogues/t  celles qui sont faites dans la th6orie classique de la bifurcation de 
Hopf  des diff6omorphismes (voir cependant III-2.12.(ii) et IV pour l'6tude de cas 
off Re ~ = 0). 

Les hypotheses diophantiennes (iii) servent fi contr61er la perte de 
diff6rentiabilit6 dans la r6solution d'6quations aux differences du type 

(,) & ~,(0 + O~o)- 0(0) = q,(0). 

La d6monstration de ce que l'hypoth6se (H~) entraine une perte n + d pour tout 
e' >~ n'est pas 6vidente (calquer [8] chapitre VII). Nous nous contenterons ici de 
montrer le lemme ci-dessous qui entraine imm6diatement que, pour tout e>0 ,  
l'ensemble des (n + 1)-uples (COo, f2o)e ~ "  + 1 pour lesquels la perte est strictement 
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plus que n + e  dans l '6quat ion (.) est de mesure  de Lebesgue nulle (prendre co 
=coo, ~ =  r~0). Ce lemme, qui semble classique, nous a 6t6 communiqu6  par  
M .  H E R M A N .  

Si e e l R ,  nous noterons  Hc~ll=inflc~-pl la distance de e /t l 'entier le plus 
peZ 

proche. Rappe lons  d 'aut re  par t  que, si q=(ql . . . . .  q,)s71", on a not6 ]q] 
= m a x  Iqil. 

i 

V-l.1. Lemme.  Etant donnds ~ > O, (2 ~ IR, pour presque tout co ~ IR" (au sens de la 
mesure de Lebesgue) on a 

1 
Z <+oo.  

~ z - -  o Iql"+~llO+q " coil 

V-1.2. Remarque. On d6duit de ce l emme que l 'ensemble des (coo, I2o) ~IR"+I qui 
ne v6rifient pas (H~) est de mesure  nulle. 

D 6 m o n s t r a t i o n  d e  V-I.1. Soit 0 < 6 < 1  un r6el. R e m a r q u o n s  qu'i l  suffit de 
mont re r  la convergence de la s6rie 

1 
2 q~z--o [ql ("+~)~ 1I~2+q  9 coil ~ 

pour  presque tout  co dans N"  (ou, ce qui revient au mSme, dans T"). C'est  ce que 
nous allons faire en choisissant 6 < 1 assez grand pour  que (n + e) 6 = n + q > n. 
R e m a r q u o n s  en effet que 

1 
= S <  + o o  

q~z--o Iql "+n 

cela vient de ce que 
1 N 1 

Z -- Z ( 2 p + l ) " - 1 p , + ,  < + ~ "  
a ~ Z - - o  Iql "+" 1 p= 

Iql<N 

D'au t re  part,  il existe une constante  I < + oo telle que, si 6 < 1, on ait 

dx 
V q e Z " - 0 ,  T"~ IJO+q'xlr ~ < I  

En effet, si t o u s l e s  qi sont dans 7 7 -  0, l 'appl icat ion de T" dans T" d6finie par  

( X l '  " ' "  Xn) ~-~ (q l  X1 . . . . .  q,x,) 

conserve la mesure  de Lebesgue ( =  de Haar).  On en d6duit (aprSs une 6ventuelle 
pe rmuta t ion  des xl) qu'il  existe m < n tel que 

dx dx 
r~ ~ m ~ = I m  < + ~  IlO+q. xll ~ . Q+i~=lxl 

d'ofi la conclusion. 
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En d6finitive 

] iql(,+~)allf2+ q xlla d x < S I < + o o  
T "  q e  0 

donc, pour presque tout x dans T" (et donc aussi dans IR") la 
l'int6grale converge, ce qui d6montre le Lemme V-I.1. 

s6rie sous 

V-2. Sur le changement de stabilit6 d'un tore invariant 

Nous consid6rons dans ce paragraphe une famille 5. un param~tre d'applica- 
tions de classe C k, diff6omorphismes au voisinage de T" x 0, 

flu: Tnx~U, Tnx0--~T"xn:{2, T " x 0  

( ~  voisinage de 0 dans 11t 2) repr6sent6e par une application de classe C k, k > 2, 

F: R "  x ~/" x ]R ~ IR" x ]RE x ~ . ,  

F(O, x, #)= (f(O, x, I~), 4(0, x, #), #). 

On reprend les notations du chapitre III, c'est-5.-dire 

f(O, O, I~)= f,(0), fo(O)=g(O)~Dk(T"), 
845 
Ox (0, O, 12) = Au(O) ~ ~(R2) .  

Supposons que pour # < 0  (resp. #>0)  le spectrographe So(Pu) soit 5. 
l'int6rieur (resp. 5. l'ext6rieur) du disque unit& D'apr6s le Lemme II-1.5. (appliqu6 
5. flu ou 5. if7 1) le tore invariant T"x  0 est stable pour p<0 ,  instable pour #>0 .  

Comparons un instant cette situation avec celle de la bifurcation de Hopf des 
diff6omorphismes de ]R 2 (voir [18]); dans ce dernier cas, la situation lin6aire est 
tr6s simple; la famille 5. un param&re A~,=dFu(O) d'616ments de 5~ z) est 
d6crite par la figure 7. 
Pour # = 0 le plan est rempli par une famille 5. un param6tre d'ellipses invarian- 
tes (qu'on peut supposer &re des cercles apr6s changement lin6aire de 
coordonn6es). De faqon imag6e, l'introduction des termes non lin6aires courbe 
<~en g6n6rab~ ce plan d'orbites invariantes en un paraboloide dont la section par 
#=Po  est un cycle invariant par Puo (Po >0  ou Po <0  suivant les cas), comme 
indiqu6 5. la fig. 8. 

Fig. 7 
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Ce paraboloide est d'autant plus loin du plan que le premier terme non lin~aire 
significatif est grand. 

Dans notre cas, m~me pour n = l ,  la situation lin6aire est beaucoup plus 
complexe (voir V-1.): par exemple, le diff6omorphisme 

Go: T ~ x l R 2 ~ T ~ x l R  2, 

Go(0, x)=(g(0), Ao(0)x) 
peut avoir une orbite dense lorsque son spectrographe So(Go) est contenu dans 
le cercle unit6. Ceci explique qu'il ne soit pas facile en g6n6ral de traduire sur 
une hypoth6se infinit6simale en # - -0  la variation du spectrographe So(flu). 

Dans ce paragraphe, nous g6n6ralisons l'6tude qui m+ne au Lemme III-2.2. 
Nous n'6tudions cependant que le cas qui ressemble le plus ii la situation 
classique: nous supp0sons, apr6s un 6ventuel changement de variables sur F, 
que Go laisse invariants les tores standards de dimension n + l  d'6quation [z[ 
= cste dans T" x (E = T" x ~(2 autrement dit nous faisons l'hypoth6se*. 

CI :  Pour tout Oe T',  Ao(O ) est une rotation. 

Nous identifierons dor6navant IR 2 /t II2 et 6crirons (comme au chapitre III) 

avec 
F(O, z, #) =( f (0 ,  z, #), ~(0, z, p), #), 

f ( O, z, #)=g( O) + O (Ip[ + [zl), 
 9 (0, z, ~):2o(O)z+O(l~l Izl +lzl 2) 

off 2o(O)=e 2i'~~176 ~2o(0)= q  9 0+t2o(0), ~o(0) Zn-p6riodique. 
Remarquons que sur l'un quelconque des tores T n+x = T n x  T 1 invariants 

par G o, la restriction de G O s'identifie au diff6omorphisme <~skew-produit, Fo de 

 9 En particulier vs apr6s changement de variables si l'hypoths (H2) de III-1 
est v~rifi6e. 
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T n+l repr6sent6 par  le diff6omorphisme 

F o" ~ " x R - - * ~ " x R ,  

to(O, O) = (g(O), 0 + Oo(0)). 
La proposi t ion qui suit g6n~ralise le Lemme III-2.2. 

V-2.1. Proposition. On suppose que C a est v&ifi#e, que ~ = h - X o / ~ o o h  avec 
h eDiff~(T")  et R,oo ergodique, et que F o est uniquement ergodique*. On suppose 
enfin que k > 3 et que 

d 
d ~  [T. ~ Log Ideta ,(0) l  dv] ,=o4=0 

off v est l'unique mesure de probabilitd sur T" invariante par ~. Alors la stabilitk du 
tore invariant T" x 0 de flu ne d@end que du signe de cette derni&e quantitY: Si 

d 
d ~  IT n f Log I det A u (0) 1 d v] ,  = o > 0, 

le tore invariant T" x 0 est stable pour It < 0 et instable pour It > O. 

D6monstration. Elle est bas6e sur le Lemme  suivant, qui est l 'analogue de 111-2.4. 

V-2.2. Lemme.  Sous les hypothdses de la Proposition V-2.1. il existe une famille 
de changements de variables de classe C 1 (lin#aire en z, ~) 

H: ]R"xP.Zx~]R"x]RZx~, 
H(O, z, It)=(0, z', It) 

locale au voisinage de ]R ~ x O, transformant F~ en une application pour laquelle 

 9 (0, z, It) =,lo(0)(1 +It,h)z+o(lIt l)z+o(M)~+O(Izl  2) 

avec Re21 4=0. 

D6monstrat ion de Lemme  V-2.2. On part, comme pour  III-2.4., de 

4~(0, z, It) --- Ao(O ) [z 4- It(2~ (0)z 4- l 2 (0)~-)] -4- O ([itt z) z 4- O(lItl 2) e +  O(Izl 2) 

avec 21,22 e ~a -  z (F,,", C) 7Z,"-phriodiques. 
Un  changement  de variables du type 1II-2.4. nous conduit  h remplacer  

respectivement 2 x et 22 par 

2'1 (0) = 2~ (0) - oh (0) + oc t (g(O)), 

2~ (0) = 2 2 (0) - ~2 (0) + 2 o (0) 2 c~ 2 (g(0)). 

* Rappelons que ceci signifie qu'il existe une unique mesure de probabilit6 sur T "+ 1 
1 "~1 c# o invariante par ~ffo, ou encore que les sommes de Birkhoff F~ convergent 
P i=0 

uniform6ment vers une constante pour toute fonction continue c# sur T "+ 1 (voir [8]). 
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Sans hypoth6se suppl6mentaire les 6quations 

2'1(0)= I 2 1 ( 0 ) d v - - : " 2 1 ,  
T ~ 

2~(0) =o 

n'ont pas forc6ment des solutions continues cq, et ~2. 
Pour chercher des solutions approch6es on commence par r6soudre 

~1(o)-  0 + ~)~1(o, n)+ ~l(g(o), ,1)=o, 
2z(0)-(1 + r/)a2(0, r/) + 20(0) 2 u2(g(0), r/)=0 

off )~1 (0)=21 ( 0 ) -  21 est d'int6grale nulle pour la mesure v. 
La solution est donn6e par les s6ries normalement convergentes pour q > 0  

+~ 1 
~(O,r/)=~:o ~ (1 +r/) '+1 ~q (g'(O)), 

+~ 1 
~2(0'~)=i__~0( 1_[_~1)I+1 2 2 ( g i ( 0 ) ) 2 0 ( 0 )  2 " " / ~ o ( g  i 1(0)) 2 

(avec la convention que, pour i=0 ,  le premier terme de e2 est 6gal ~ 22 (0)). 
Posons ~o(0, ~)=22(0)e-4i~r on v6rifie que, pour i>  1, on a l + q  

et donc que 

(qgo F~)(0, t~) = 22 (gi (0)) 20(0)2 ... 20 (gi- 1(0))2 e-  4,,q, 

] ~2(0, ~)= (~o o rd)(0, •)  9 e 4'~. i- (1 + r/) i+1 

Remarquons que sous les hypoth6ses de la proposition V-2.1. les quantit6s 

sup Itogg(o)l[ et sup IIDFd(O, ~)ll 
O ~ T n (O, tlt)~ Tn+ l 

ont une croissance sous-exponentielle lorsque i ~  + vo; en fait la premi6re est 
uniform6ment born6e et la deuxi6me a une croissance au plus lin6aire en i 
puisque 

~ '-1 Dao(r 0 ) D e ( O )  O) DFi~ ~ ) =  / k S "  Id " 

On en d6duit, en d6rivant terme/t  terme les s6ries d6finissant ct 1 et ~2 que ces 
fonctions sont de classe C 1 (puisque ~'1 et 2 2 le sont). Remarquons que pour 
avoir ce r6sultat il aurait suffit que le 0-spectrographe So(z(Fo) ) soit contenu 
dans le cercle unit6. 
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V-2.3. Lemme. 
l imr/sup I~i(O,~)l=O pour i=1 ,2 ,  
~1~0  O~. T n 

limfl2 sup IIDo~(O,~l)ll=O pour i=1 ,2 .  
q ~ O  O ~ T  n 

Montrons comment ce Lemme permet de conclure: On considOre le change- 
ment de variables H d6fini par 

H(O, z, #) =(0', z', p) 
off 

Z'----~-Z @~/(~1(0 , ] ~ ) Z " ~  ~2(0 , ] ~ )  Z-), 0 '=0.  

D'apr6s le Lemme V-2.3., [#[ sup lai(0, I]/~)l est, pour i=1,2 ,  un o(1 /~) .  
L'inverse de H v6rifie donc 

avec 

v6rifie 

' ' ' 2 0 '  2' r +#(~(O,V~l)z '+ ~( ,V~I) )] 
+o(l~l)z '  +o(l~l)~' +O(Iz' l  ~) 

21(o', ~)= ~1(o')+ =1 [g(O')+O(l~l)§ ~]-~1(o', ~), 
22(o', n)=,~2(o')+=2Eg(O')+O(l~l)+O(Iz'l), n] ,lo(O') z -=2(0', ,7). 

D'aprSs la deuxi6me partie du lemme V-2.3. 

# 2'1 ( Or, ~ )  -~ ~ [21 (Or) + ~ (g (0'), ] / ~ )  - a, (0', ] f ~ ) ]  
+ o(ll~l) + o(1) lz'], 

~ ( o ' ,  ~ ) =  ~[,~(0')+ ~2(g(O'), V ~ )  ~o(O') 2 - ~(o', IVY)] 
+o( l l~ l )+o(1) lz ' l  

et donc, d'apr~s la d6finition de al(O, ~1), ~2(0, ~1) 

~21(o', I I / ~ ) = ~ A I + ~ I / ~ = I ( O ,  I1/~)+o(l~l)+oO)lz'[ ,  
~ 2~( O', l/~I)= ~ l /~l  =z( O,1/~l) +o(l~l) +o(1) lz'l, 

ce qui s'6crit (16re partie du lemme V-2.3.) 

#'~'1 ( Ot'~ J]/ /~) = #)~1 -}- O(I,ul) + 00) IZ ' I ,  

# ~2(0', 1 / ~ )  = o(1#1) + o(1)Iz'l. 

OE T n 

Z = Z ' -  ~/(0~1 (0 , V ~ ) Z '  "~-~2(0,1/~) ~')+ o(1~1)z' + o(1~1) ~'. 

Apr6s le changement de variables la nouvelle application 

F ' =  (f ' ,  (b', #) 
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On a donc 

 9 ' (0', z', ~)=2o(0')(1 + M. )z '  + o(M)z' + o(l#lV' + O(Lz'l 2) 

ce qui d6montre le LemmeV-2.2. (en ce qui concerne l'affirmation Re2~ #0,  la 
d6monstration est analogue/l  celle donn6e en III-2.2. au remplacement pr6s de 
dO par dv). 

Montrons maintenant comment la PropositionV-2.1. d6coule du Lemme 
V-2.2.: les changements de coordonn6es 6tant lin6aires en z, ~, le spectrographe 
So(Fu) n'est autre que le spectrographe de l'application 

(0, z)~(f~(O), 2o(0)(1 + ~ 2 d z + o ( t ~ l  Izl)) 

le raisonnement fait / l  la fin de la d6monstration de III-2.2. est encore valable 
puisque [20(0)1 = 1; on en d6duit que, pour [/~1 assez petit, So(F,) est/t  l'int6rieur 
(#<0) off ~ l'ext&ieur (/z>0) du disque unit& On conclut par le Lemme II-1.5. 
appliqu6/l F, avant le changement de variable. 

I1 ne nous reste plus qu'& d6montrer le Lemme V-2.3. 

D~monstration du Lemme V-2.3. (premi6re partie). 

0 
0 ~ 1 (  0, ~  .= (1 +0) ̀ +' 21(g'(O)), 

[+=~o 0 q~(F~(O, t//))]  9 e4 '~ .  0 0~2 (0, 0) = (1 -~- 0) i+ 1 
i -  

Remarquons d'autre part que F o laisse invariante la mesure v' sur T "+ 1 produit 
de la mesure v sur T" (qui est laiss6e invariante par g--) et de la mesure de 
Lebesgue d~ sur T 1. Cette mesure est donc l'unique mesure de probabilit6 
invariante par -Po. I1 est clair que 

1 
q~dv'=I[ I 22dvJe-4i~q'd~=O. 

T n • T 1 0 T n 

Comme d'autre part ~ ~a d v =0, on est amen6 ~ d6montrer le 
T n 

V-2.4. Lemme. Soit F: TN ~ T Nun homOomorphisme uniquement ergodique lais- 
sant invariante la mesure de probabilit8 v sur T N. Soit q~: T N ~  une fonction 
continue telle que ~ q~dv=O. Les fonctions d~finies par les s&ies normalement 

T ~ 

convergentes pour 0 > O, 
+ o o  0 

S(0)=i=o ~ (1+0) I+1 (~oor,) 

convergent uniformOment vers 0 lorsque 0 tend vers O. 

D~monstration du Lemme V-2.4. Posons 

Sp(~) = ,=o ~ (1 + ~)i+1 ((~ o El). 
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O n  a 
+oo Spo Fkp 

S(q)=k~__ O (1 -~- t~) kp " 

p -1  
Soit ~ p =  ~ cp oFi; il vient 

i=O 

avec 

Remarquons  

On a donc 

D'autre  part  

s.(t/) = t /% + sg(t/) 

 1(1 ) 
S'p(t/)=~ t~ +t/)i+l-1 (qoor'). i=o (1 

~-~ ( 1 ) 1 
=~ot/ ( l+ t / )  ~ + 1 - 1  =1  ( l+ t / )  p pt/. i= 

_-< 1 pt/ IIS;(t/)llco 1 ( l+ t / )  p " I1~o11co. 

r / ~ p = r / p  ~p 
P 

On en d+duit 

1 1 Ilsp(t/)llco_-< (1 +t/)p 

Puisque F est uniquement  ergodique et que 
existe Poe  N tel que 

~po <e_ 
~o co=4" 

~ p  
Pt/ " II~pllc~ p co" 

S (P d v = 0, ~tant donn~ e > 0, il 
T n 

D'autre  part, Po &ant  fix6, il existe t / o>0  tel que si t /<t/o on ait 

1 1 Pot/ e (1 +t/).o " II~~176 ~ 
en effet ,im[ll 1 ] [,po+l, ] 

.~o ~ o  ( l+ t / )  v~ pot/ =limt/,~o 2 ~-O(t/) =0 .  

On a donc, pour  t /< t/o, 
8 

IISpo(~/)ll Co ~ It/Pol ~ .  
On en d6duit, si i/__< t/o , 

8 +o~ 1 8 (1 +t/) p~ 
[IS(t/)[Ico -< - po ~ ~o (1 +t/)kpo --2 t/Po (1 + t/)po __ 1" k= 
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Enfin, 
(1 + o)P~ 1+- (Po + 1) 2 

qPO(l+q)po 1= q ~ + O ( o  ). 

OP0 (1 + q)P~ ----< I1 existe done 01 > 0 tel que, si 0 < q l, (1 + 0) v~  1 2. On en d6duit que, si 

q<inf(0o, 00, on a IIS(q)llco<e ce qui d6montre le lemme V-2.4. et donc la 
premi6re partie du lemme V-2.3. 

D6monstration du lemme V-2.3. (2~me partie). L'assertion coneernant "1 est 
6vidente sur la formule 

+oo 0 2 
02D~ 0)=,=o ~ (1 +0) '+1 D2q(g'(O))Dg'(O) 

puisque, d'apr~s l'hypoth6se, 
sup [tDg~(O)[[ < + oo. 
0 ~  T n 
i s  N 

L'assertion concernant CZ 2 est 
+ o o  

~2(0, 0)= 
j=O  

En effectuant un changement 
que g(0)=0+COo, et donc que 

un tout petit peu plus fine: on 6crit 

~2(gJ(O)) e-4i~[i~oQO(gk(O,,] 

de eoordonn6es de classe C 1, on peut supposer 

~2(0, q)=j=~o 22(0+Ja)~ 
. 

Il vient 
+~ D22(O+jc~ 4in[...l Do~2(0,0)= 2 ( l+q) j+l  e- 

j=O  

+~ 22(O+je)o) [j j--1 ] 
- -4in  ~, (1 + 0 )  j + l  q+ ~ D~~176176 e-*i't'"l 

j = 0  k = O  

Qfi on a not6 q la forme lin6aire 

(X 1,'", Xn) "* ~ qixi" 
i=1  On en d6duit que 

0 2 H Do c~2 (0, rl)II --< 1 + 2 + 3, 
avec 

+oo 0 2 
1=1122Ho ~ (1+0)~+1' 

j=O  

+ ~  0 2 i~=loDQo(O+kmo) c ~ 
2 = 4 n  11~-21[co ~ (1 +0)i+ 1 ' 

j=O  

+~~176 02j22(O+J~176 . 
3 = 4 n .  Ilql[ " (1 +0)~+1 

j=  1 C ~ 

I1 est 6vident que le terme 1 est un o(1) lorsque 0 ~ 0 .  
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Pour  voir que le terme 2 est un o(1), on remarque que les sommes de 

Birkhoff  1 ~- - ~ ~o(O+kcoo) convergent  dans la topologie C 1 vers la constante 
Jk=O 

~o(O)dO (voir [8] chapitre IV lemme 5.1.3.). 
T ~ j 1 gj 

En particulier, si es-= k ~D~~176176 , on a lim ------0 I1 ne nous reste 
C o j~+oo J 

plus qu'h mont re r  que si T(~/) d6signe la somme 
+ao ~2~j 

T(~)= Z (l+~)s+, 
S=O 

et si gs est un o(j), alors T(~/) est un o(1): 
g j < g  

Soit e>O;  il existe j o e l N  tel que si J>Jo, 7 = ~ .  Alors 

T (q )=  ( l + q ) s + l  t- Z ( l+q ) J+ l  j=o j=jo+l  
eji ~ ,  ~ t/2 e +~ t/2j __<( o<=j<=joSUp S=o (l -b r]) j+ l  {'~ j=jo+ 1 E  (1 q_ r])j+ 1 

le premier  terme est major6 par  constante • r/2 pour  ~/born6; le deuxi6me s'6crit 

e 1 + ( j o + 2 ) q  
2"(1  ~-t/) j~ " 

Si q est assez petit, on a donc  T(~/)< e. 
Consid6rons enfin le terme 3: avec les notat ions introduites au d6but de V-2., 

nous devons 6valuer 
+~ ~12j(q~o rJo)(O, ~b) co ' 
s=l (1 +~/) J+l 

ce qui se fait gr~tce au compl6ment  suivant du lemme V-2.4.: 

V-2.4. his Lemme. Avec les notations du lemme V-2.4. les fonctions dOfinies par les 
skries normalement convergentes pour ~l > 0 

+ oo rl2j 
R(t/ )= ~ (1+~/)i+ a (q~oFS) 

j= l  

convergent uniformdment vers 0 lorsque ~l tend vers O. 

D6monstration 8u Lemme V-2.4. his. Posons 

p-1 ~2 
Rv(n)=nsgn)= ,=~o (l +n) '+~ (cot'). 

En regroupant  les termes de la s6rie normalement  convergente R(t/) on 6crit 

s=o (1 +y/)k+s.  9 
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Reprenons Po et ~/o d6termin6s dans la d6monstration du lemme V-2.4.; si 
r/<q o on a 

IIRpo(rllllco<lrlE pol " 2 
et donc 

+ ~  1~2eol /3 IIR(~)llc~ ~ (1 +r/) k+~v~ '2  
= j = 0  

__<r/ r/p o e 
k_i ( l + n )  k (l+n)Jvo 2 j=O 

Si enfin r/<inf(r/o , rh) (notations de la d6monstration du lemme V-2.4.), 

1 ) 
tl e (r/) ll co -<_ r/ k _ l  (1-]-~]) k "/3=/3 

ce qui d6montre le lemme V-2.4. bis, et donc la deuxi6me partie du lemme V-2.3. 
La proposition V-2.1. est donc d6montr6e. 

1/-2.5. Remarque. Si on se reporte aux expressions d6finissant cq et ~2 on 
constate qu'on n'a pas vraiment utilis6 l'unique ergodicit6 de F o mais seulement 
1) l'unique ergodicit6 de g, 
2) la convergence uniforme vers une constante des sommes de Birkhoff 

l P - 1  
~0 o F~ pour la fonction particuli6re tp(O, ~)=22(0)e -4i~'. 

Pi=o 
Cette derni6re convergence est en particulier assur6e dans le cas suivant (off 

F0 n'est pas uniquement ergodique): g est C~ ~t une rotation ergodique 
de T" d'angle OgoeN" (par exemple n = l  et p ( g ) e N - Q )  et 20(0)=20 e2i~e~ est 
ind6pendante de 0 et v&ifie f2 o r  89 ". 090 +17/. 

I1 suffit pour le voir de reprendre la d6monstration classique par s6ries de 
Fourier de l'unique ergodicit6 d'une rotation irrationnelle de T 1 telle qu'elle est 
d6crite dans ([3] appendice 9). 

On en d6duit la possibilit6 de supprimer les conditions diophantiennes dans 
les hypothSses du Lemme Ill-2.2., c'est-~-dire d'y remplacer (H'I), (H~) par (H0, 
(H : ) .  

1/-26. Remarque. Si 090 v6rifie la condition 
C 

3 0 < e < l ,  3 C > 0 ,  V q ~ Z " - 0 ,  Vp~Z,  I q . ~ o - p l > l q l , + ~ ,  

un changement de variables (avec perte de diff&entiabilit6) nous ram+ne au cas 
off f2o(0) est ind6pendant de 0. 

V-2.7. Remarque. Lorsque f(O, z, #)=g(0) est ind6pendant de z et de #, la 
proposition V-2.1. est valable sous les hypoth6ses suivantes: 

C~ v6rifi6e, k > 2, F o uniquement ergodique (ce qui entraine g uniquement 
d 

[ J, Log I det A u (0) 1 d v]u = o * ergodique), 0. 

En effet, le lemme V-2.2. est vrai ~t condition de remplacer ~r de 
variables de classe C a ~ par ~changement de variables continm). 
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V-3. Suppression de certaines hypotheses diophantiennes 
Le th6or6me suivant, dont la d6monstration utilise les m6thodes de V-2, 

am61iore le th6or6me III-2.11.; en particulier, on ne suppose plus que ~o o lui- 
marne satisfait une condition diophantienne. Pour un th6or6me analogue lors- 
qu'on ne suppose pas que flu(T" x 0) c T" x 0 pour IX:#0, voir [5 bis]. 

V-3.1. Th~orbme. On reprend les notations de III-2.," on suppose que l> n + 5 et 
que les hypothOses suivantes sont vOrifiOes: 

(H'l) g=~-1  o/~oooh, heDiff~o(T,), 1~, ~ ergodique 

(H2') [ (i) rf2o+q.o)or pour r = l ,  2, 3, 4, qe:~" [ ( Olimination des rOsonances fortes) 

(ii) 3e, 0 < e < l ,  C>0,  telsque VpETI, Vq e Z" - 0 ,  

C 
[rOo+q.o~o-Pl>lq[,+~ pour r = l  et r = 3  

(conditions diophantiennes rOmanentes ) 

(H3) ~ LogldetAu(0)ld0 >0.  
#=0 

Alors, en gOnOral (i.e. si un certain coefficient Re c~ attachO fi fro est non nul), flu 
poss~de pour IX > 0 (cas Re c~ < 0) (resp. pour IX < 0 (cas Re c~ > 0)) un tore invariant 
de dimension n + 1 stable (resp. instable) dOpendant continfiment de IX. Ce tore est d 
une distance de l'ordre de l f ~  de T " x  0 et son domaine d'attraction (resp. de 
r@ulsion) est au moins de l'ordre de lixl ~. 

D~monstration. On part de F(O, z, IX)=(f(0, z, IX), ~b(0, z, IX)) de classe C z avec 

(1) 

f(O, z, #) = 0 + e) o + Ixf~ (0) +f2 (0) z +f2 (0) ~+ h 2 (0, z) 

+o(lul2+l ixl  Izl+lzl3), 
cI)(O, z, ix)= 2o[Z + ix(21(O) z + 2z(O) ~) + A 2(O,z) + A 3(O,z)] 

+o(lixl 2 Izt+lixl Iz12 +lz14). 

Dans ces formules, h2, A2, A 3 sont homog6nes en z, f de degr6 respectivement 2, 
2, 3. La conclusion du th6or6me rend naturel le changement d'achelle 

1 Z'=-Z, I'/= I] ~ .  q 

On supposera dor~navant p > 0 (le cas # < 0 est similaire). La nouvelle application 
F, qui est de classe C ~ en 0, z, q>0,  s'6crit (apr6s suppression de l'accent sur z'): 

(2) 
f (O,z ,q)=O+coo +q(f2(O)z +fz(O)z-)+q2(f~(O)+h2(O,z))+O(rl3), 

4(0, z, ~)= );o[Z--~- l,] A 2(O , z) Jr - ?]2(,~1(0) z.-~- ~2(0 ) z-~" A3(O, z))] "~- O (~3). 



190 A. CHENCINER & G. Iooss 

(4) 

off on a not6 

ler changement de variables (utilisant (H~')(ii)): 

o'=o+~(~(O) z +3,(o)o, 
(3) 

z '=z+~ ~ 7j, q(O)zV~ 
p + q =  2 

Ol~l ~1 et 7"q, respectivement de classe C ~ . - 2  et C t - " - 3 ,  v6rifient 

f 2 ( 0 ) +  2o t~ 1(0 ---~ too) - t~ 1 (0) = 0, 
~ p q ( O ) @ , ~ P ( ~ o )  q + l  ] ) p q ( O " [ - t O O ) - - T p q ( O ) = O  , p+q=2 

A~(O, z)= y ~,~(o) z, ~. 
p+q=2 

On obtient ainsi une application de classe C - " - 3  en 0, z, ~/>0, qui (apr6s 
suppression des accents) s'crit 

(5) f(O'z'q)=O+to~ +qZ(fl(O)+k2(O'z))+O(q3)' 
(/) (0, Z, ~) --~/~0 [Z -[- ~]2 (/~1 (0) Z ~- A2(0) Z-I- B 3 (0, z))] § O(q3), 

avec 

k~(O,z)= Z L~(O) ~ ,  L~cC'-"-~(~",r 
p+q=2 

B3(O,z)= ~, ~pq(O)zP5 q, ~vqeCl-"-4(IR",r 
p + q =  3 

2~me changement de variables (utilisant (H'I) et (H2')(i)): 

0,=0+~2(/~(0,~)+ y~ ~pq(0,~)z~q), 
(6) p+q=2 

z'=z+~2(~,(o,~)z+~(o,~) ~+ Z ?~.(o,~)z.~), 
p + q =  3 

O1..1 f l ,  (~pq, 0~1, 0~2, ~pq v6rifient (pour ~/>0) 

fx(O)+fl(O+~o,~l)--(l + r/)fl(0, ~ / ) = t o , -  ~ fx(O)dO, 
T ~ 

"~1 (0)-[- 0~1(0-'~ to0' ~) - ( 1  -~- ~) ~1(0' I/) ~---'~i ~ S ~1( O)dO, 
T n 

22(0) + (,~o) 2 ~2(0+ tOo, q) - ( 1  + ~/) ~2(0, q) =0,  
f pq( O) + ~ ( 2o) q 6 .q( O + co o, ~1) - (1 + r/) 6 pq( O, ~) 

(7) = ~ 0  si (p,q)4=(1,1) 
I to2- ~ f11(0) dO sinon, 

T n 

~pq(O) + 2~(2o) q + ~ 7pq(0 + too, ~/) - (1 + q) 7.q(0, ~/) 
= / 0  si (p, q) 4= (2,1) 

[ ~ -  ~ ~21(0) dO sinon. 
T n 
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Par exemple, 
,~ , +~(~0)2';~2(0+i~Oo). 

~ , 

exactement comme/ t  la remarque V-2.5., on montre que les sommes de Birkhoff 
l P - 1  

(~0) 21 ).2(0 + i~o) convergent uniform6ment vers 0 lorsque p -  + 00; il en est 
Pi=o 
bien entendu de mame des sommes obtenues en d6rivant terme /t. terme par 
rapport/~ 0 autant de fois que c'est possible, ce qui montre que la convergence a 
lieu dans la topologie C ~ 2 (d6rivabilit6 de 22). On en d6duit comme en V-2.4. 
que lim 1170~2(0,7) HCI- 2=0, 

r/~O 
On voit anisi que (6) est bien un changement de variables (de classe C t - " -  4 

seulement fi cause des 7pq) et que, si on pose 

((7) = sup(q, 117 fi(0, 7)11c, . . . . .  117 ~(0, 7)11c, . . . .  i =  1, 2, 

117a~(0, 7)11c, . . . .  p + q = 2 ,  117~(0,7)11c, . . . .  p + q = 3 ) ,  

((I/) est une fonction continue de 7 >0  qui tend vers 0 lorsque 7 tend vers O. La 
nouvelle application F, de classe C z " 4 en 0, z, 7 > 0, s'6crit (apr6s suppression 
des accents): 

f(O, z, 7)= 0 + COo + 72(~ol +co 21z12)+72 O(~), 
(8) 

cb(0, z, 7)=).0 [1 + 72(2~ +~ ]z[2)] z+72 O((). 

Passons en coordonn6es polaires en posant, comme en III-2.7., 

z=re  2i=q', f(O, re2i=o, 7)=O(O,~,r, 7), 
gP( O, re 2inO, 7) = R ( O, tp, r, 7) e2i*tq'(O'~O'r'"l 

On a 
O(O, O,r, 7)=O+o)o + 72(f.Ol +fo2r2)+ 72 0(~), 

72 
(9) ~(0, 0, r, 7)= ~ + f2o +~7( Im21  + r  2 Im c0+ 72 0((), 

a(0,  0, r, 7) = r  0 + 72(REX1 +r  2 Re ~))+ 72 O(r 

Supposons R e e < 0  (si #<0 ,  on supposerait R e a > 0 )  et posons r ~  
la stricte positivit6 de Re21 &ant assur6e par (H3). V 

Dernier changement de variables: posons 

(10) r=ro(l +]//~y), R=ro(l  +l /~Y);  

avec un 16ger abus de notation, la nouvelle application s'6crit: 

O(0, I//~, y, 7) = 0 -}- 0)0 -}- 72((.01 +(.02 r2)-{- 72 0 (]//~), 
2 

(11) 7"(O,O,y, 7)=g,+~o+27(Im;.1+rgIm~)+T20(1/~),  
Y(O, t~,y, 7 )=(1-272  Re21) y + 72 O(tf~ ). 

Re21 
Ree  ' 
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La technique utilis6e au paragraphe III-2.9. s'applique maintenant sans 
problOme puisque l im]/~ = 0. 

r /~0 
Le thOor6me V-3.1. est ainsi d6montr6 dans le cas # > 0 (c'est-~-dire Re ~ < 0); 

le cas # < 0  (c'est-h-dire Re a > 0) est analogue. 

V-4. Un contre-exemple 

Dans tout ce paragraphe on identifie ~2 ~t ~. Soit Fu: IR•215  
l'application d6finie par 

Fu(O , z)= (0 + o9, (1 + # - I z l Z ) z e  2i~(~+lz?~(~ 

off ? e  C~(TI,  N) v6rifie 
1 
~(O)dO=O, 
0 et off o ~ R - Q .  

L'application ft.: T 1 x ~ T  1 x C qui s'en dOduit par passage au quotient a 
manifestement les propriOtOs suivantes: 
1) pour #_-< 0 le cercle invariant T 1 x 0 est asymptotiquement stable; 
2) pour # > 0  le cercle invariant est instable et le tore T 2 d'6quation Izl = ] / ~  est 

invariant et asymptotiquement stable. 
La transform6e de graphes ~ associOe ~ Fu peut ~tre dOfinie de C~ ~) 

dans C~ 1 ; C) par la formule explicite 

( ,~X)(O) = (1 + # -IX(O - o)12) X(O - o) e 2'~(~ + Ix(o- o~)l 4 ~(0- 0,)). 

Elle est de classe C I e t  sa d4riv6e en l'origine D ~ ( 0 ) = s d  u est d4finie par 

(duX)(0) =(1 + # ) X ( O - o g ) e  2'~0. 

Les valeurs propres de d ,  sont les (1-t-#)e+Zin(~-q~ elles sont toutes non 
r6elles et de multiplicit6 un si on suppose que f2r189 o9+ 89 Le spectre So(flu) 
de d u coincide avec le cercle de rayon 1 + #. 

Remarquons que lorsque # traverse la valeur 0, les valeurs propres de d ,  
traversent transversalement le cercle unit6 et sont rationellement ind6pendantes. 
D'autre part, on d6duit des propri6t6s de fu mentionn6es ci-dessus que pour # 
= 0, l'origine est encore asymptotiquement stable pour o~0 . 

V-4.1. Proposition. Si ? ~ C ~ ( T 1 ; ~ )  est choisi de fa fon  que l'~quation aux 
diffOrences 

~(o) = ~(o + o9)-  ~(o) 

n'ait pas de solution fie C~ IR) (ce qui est possible si o9 est un irrationnel trop 
bien approchO par les rationnels) l'application ~u  ne possOde (quel que soit #) ni 
point pOriodique autre que O, ni cycle invariant minimal de classe C ~ 

V-4.2. Commentaire. Les hypoth6ses que v6rifie la famille ~ ,  sont une 
gOnOralisation naturelle au cadre Banachique (on aurait aussi pu choisir un 
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Hilbert* tel que H I ( T ~ ;  •2)) des hypoth6ses classiques de bifurcation du type 
Hopf. Bien entendu, s i r  couples de valeurs propres de J~o se trouvent sur le 
cercle unit6, il est naturel de consid6rer des d6formations/t  r param6tres de ~0, 
et notre exemple est donc <<de codimension infinie)>. 

Cependant, dans le cas de familles ~t un param6tre de champs de vecteurs E, ,  
les m6thodes topologiques de [1] montrent que si un nombre fini de couples de 
valeurs propres simples imaginaires conjugu6es traversent l'axe des imaginaires 
pour p= 0 ,  le reste du spectre v6rifiant Re2<e ,  il existe pour p non nul proche 
de 0 (positif ou n6gatif suivant les cas) au moins une orbite p6riodique de E,. 

Pour des familles de diff6omorphismes la situation analogue est moins claire 
et seuls des r6sultats partiels existent ([13], [14], [18]). Noter qu'on suppose 
toujours que 0 est un attracteur vague pour # = 0. 

V-4.3. D6monstration de la Proposition V-4.1. 

Nota t ions :  On commence par montrer sans difficult6 que 
(i) p o u r / ~ <0  le seul compact de C~ C) invariant par ~ .  et minimal est 0. 
(ii) pour p > 0  tout compact de C~ •) invariant par ~ ,  non r6duit fi 0, et 
minimal, est forc6ment contenu dans le sous-ensemble de C~ C), isomorphe 

C~ T~), form6 des applications de T 1 d a n s  9  fi valeurs dans le cercle 
d'6quation Izl =l/~. 

Seule nous int6resse donc, pour/~ >0,  la restriction de F. au tore invariant 
d'6quation Izl=lf~ dans T 1 x II?; nous noterons encore F.: T 1 x T I ~ T  1 x T 1 
cette restriction, et F.: ]R2---~IR 2 le rel~vement d6fini par 

F.(O, O) = (0 + ~o, 0 + ft.(O)), 
off 

3.(0)  = o + ~,2 7(0). 

Soit C un compact, et soit 

i: Cc---*C~ T 1) 

un hom6omorphisme sur son image tel que l(C) soit un compact invariant par 

On identifiera 1/~ une application continue 

7." T l  x C---~ T 1. 

L'invariance se traduit par l'existence d'une application (ensembliste) 

1r : C -~ C 

* H 1 (T 1 ; Px 2) est l'espace de Sobolev des fonctions Z-p6riodiques/t valeurs dans IR 2, 
de carr6 int6grable, et dont la d6riv6e au sens des distributions est de carr6 int6grable; le 
produit scalaire est 
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telle que 

(,) 

Notons  

V(O, rl)~ T 1 X C, -{(0, rl)-q-flu(O)=-[(Oq--o , k(q)). 

= T  l •  C---*T 1 • T 1, 

/ ( = T  1 x C ~ T  1 • C. 

Les applications d6finies par  

L(O, ~) : (0, i(0, q)), 

2 (0 ,  ,l) : (o + o,  ~(,)). 

L'identit6 (.) 6quivaut ~t la commutat ivi t6  du d iagramme 

T 1 • C t~ T1 x C  

1 
T ~ x T 1 F. T~ T1 :' X . 

V-4.4. Lemme.  k est un hom~omorphisme. 

D~monstration. On  utilise (.) et le fait que 1 est un hom6omorph i sme  de C sur 
son image dans C~ ~ ; T 1) pour  montrer  la continuit6 et l'injectivit6 de k. 

V-4.5. Lemme (UURSTENBERG). flu: T1 • T~ ~ TI  • T1 est un diff~omorphisme 
minimal (i.e. chaque orbite est dense dans T 1 • TI). 

D~monstration. Soit p~: T~•  T X ~  T 1 la projection sur le premier facteur. En 
utilisant la commutat ivi t6 des diagrammes (~ quelconque dans T ~) 

T 1 x T 1 F. ~ T~ x T 1 

T1 R~ , T1 

ainsi que la minimalit6 de /~o, 

T 1 x T 1 

RO,~ 

T ~ x T 1 

F~, ~ T1  x T 1 

v .  ~ T1  x T 1 

on montre  que, si M c T X x  T 1 est un ferm6 
invariant par flu minimal, ou bien M = T 1 x T 1, ou bien la restriction ~ M de Pl 
est un rev&ement fini (et si q est l 'ordre du revatement, M est invariant  par 
/~o, 1/q). En passant au quotient  par  l 'action sur T ~ x T 1 de /~o ~/q, M devient, 
dans ce dernier cas, le graphe d 'une application continue de T 1 'dans T1; on en 
d6duit l 'existence d 'une application continue f :  T ~ ~ T ~ telle que 

f (O + ~o) = f ( 0 )  + q flu(O) modulo  2~. 

Si f (O)= p 0 + q~(0) (~0 p6riodique) relive J~ ceci s'6crit encore:  il existe des entiers 
p, k ~ Z, q e Z - 0 tels que 

qg(O + ~o)-q~(O)=q tt27(O) + q f 2 -  p~o + k 
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qui se d6compose en deux conditions 

1) q f 2 - p ~ + k = O ,  
2) q~(O+o~)-~o(O)=l~27(O). 
L'hypothSse interdisant 2), le lemme est d6montr6. 

V-4.6. Corollaire. ~u n'a pas d'autre point pOriodique que O. 

D~monstration. C'est clair pour #<0 .  Pour # >0 ,  la r6union des graphes des 
o~ukX pour X point p6riodique serait un ferm6 de T 1 x T 1 invariant par F,, et 
non 6gal /t T ~ x T ~. 

Une m6thode analogue/t  celle de V-4.5. permet de montrer le 

V-4.7. Lemme ((GOTTSHALK-HEDLUND; voir [8] chapitre IV, prop. 4.1.). 
EhypothOse faite en V-4.1. sur ? ~quivaut d 

n~.~l i o )  V O l T  ~, sup ~ 7(0+ = + o o .  
n e N  i=  0 

Montrons comment  ce lemme permet de terminer la d6monstration de la 
proposition V-4.1.: si pou r /~>0o~  poss6de un cycle invariant minimal, il existe 
un diagramme commutatif  

T ~ x T ~ K ~ T1 • TX 

T l x T  1 v, ~ T l x T  1. 

Quitte h changer f2 en f2+p, 
diagramme commutatif  

p e7/, on peut relever ce diagramme en un 

I R  2 K ) I R  2 

IR 2 F. ~ IR 2 

K(O, q)=(0+o, k(r/)), 
L(O, ~/)= (0, l(O, r/)), 

k relevant 

l relevant I. 

C'est le fait que K ne m61ange pas les variables qui, joint aux propri6t6s du 
nombre de rotation d'un hom6omorphisme du cercle, va conduire /t une 
contradiction avec la conclusion de V-4.7.: commenqons par remarquer que K et 
F, ont tous deux des nombres de rotation: cela signifie que les deux suites de 

fonctions -1 ( K " -  id) et 1 (F~-  id) convergent uniform6ment lorsque n tend vers 
n n 

l'infini vers les constantes 
p(K)  = (~o, p(k)), 
p(F.) = (o~, f2). 
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Pour K c'est 6vident (p(k) est le nombre de rotation de k). Pour F, c'est une 
consequence de l'unique ergodicit6 de la rotation/~o~ qui entraine la convergence 

uniforme vers 0 de la suite de fonctions 1 "-1 - ~ ? ( O + i c o ) .  ~=o (t0)  
Si la matrice* de L . :  H I ( T l x  T1; Z ) ~ H I ( T l x  T1; 7/) est , p, q e Z ,  

P q c'est-&-dire si 

off 4~ est Z2-p6riodique, on montre facilement que 

(;I=(; ~ (Lt 
c'est-h-dire 

Calculons 
Lo ( K " - i d -  n(co, p(k))) (' o) o 

P q P 

f2=p.  co+q. p(k). 

q) -n(co, f2) + 4~ o [ K " - i d - n ( c o ,  p(k))] 

= L o K" - L - n(co, g2) + ~ o  (K" - id  - n(co, p ( k ) ) ) -  ~ o  K" + 

= (F~ - i d  - n(co, 0))o L + 4~o (K" - id - n(c~, p(k)))- ~o K" + ~. 

Remarquons enfin que 

K " - i d - n ( ~ o ,  p(k))=(0, k " - i d - n  . p(k)) 
n--l ) 

O)= (o , /Z  ~(0+io~) ( f ; - i d - n ( m ,  ~))(0, I 

\ i=0 

Une des propri6t6s importantes du nombre de rotation d'un 
morphisme du cercle est que 

v o e r  1, V n ~ N ,  [k"(O)-O-n.p(k)[<=l. 

On en dOduit que, pour tout (0, ~/) ~ IR 2 la suite des 

II (K" - id - n(co, p (k)))(0, t/)II, 

et donc la suite des 

II(F~- i d -  n(ca, g2))(O, l(O, r/))ll, 

est uniform6ment born6e. Ceci 6quivaut 
n ~1 

VOelR, sup ~ 7(0+ico) +oo 
nEN i= 0 

et contredit V-4.7. La proposition V-4.1. est donc prouv6e. 

* I1 s'agit de l'application induite sur l'homologie g coefficients entiers. 

hom6o- 
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V-4.8. Remarque. L'application ~ associ6e fi l 'application 

flu: T1 x l~-~  T1 x ~ 
d6finie par 

flu(O, z)----(0 + o9, (1 + # - [ z l 2 ) z e  2i'~) 

laisse invariants tous les  sous-espaces Ep de C~ r  de la forme 

Ep= { f  e C~ ; ~), f (O)=J.e 2inp~ )~EC}, pETZ. 

Si kt>0, le cercle de Ep d6fini par 121 = ] / ~  est 6galement invariant. 
La perturbation qui conduit au F u que nous avons consid6r6 d6truit tous ces 

1 
cercles invariants; remarquons qu'en remplaqant Izl 4 par e Izl 2 on peut rendre 
d'ordre infini cette perturbation sans changer la conclusion de V-4.1. 

V-4.9. Question. Peut-on choisir tn et 7(0) de faqon que ~ n'ait aucun tore de 
dimension finie invariant et minimal? 

V-5. En guise de conclusion 

Nous n'avons pas r~ussi ~t nous d6barasser compl~tement des hypotheses 
diophantiennes; dans une th6orie off seules des formes normales approch6es 
interviennent cel/~ serait souhaitable; le probl6me est d 'exprimer l 'attractivit6 
vague de T" x 0 pour F o. 

Nous n'avons d'autre part  consid6r6 (dans le cas non r6sonnant) que les 
bifurcations d'un tore T "+ 1 invariant par (Eu) en un tore invariant T n+2. 

Cependant, dans l 'hypoth6se C 1 de V-2. on n'exige plus que l 'application 
O~--~Ao(O ) de T" dans GL(IR 2) soit homotope  / t une  constante (ce qui n 'a rien 
d 'automatique si d i m B > 2 ) ;  on s~attend donc ~ ce que le tore invariant T "+1 
bifurque en l'espace total K"~ +z d'un fibr6 non trivial de base T 1 et de fibre 
T"+~; ce ph6nom6ne ne se rencontre pas g6n6riquement pour n = 0  car il 
correspond ~t une famille de diff6omorphismes F u de (IR2,0) telle que dFo(O) 
admette 1 et - 1  comme valeurs propres. 

Ce travail a 6t6 facilit6 par la grant NSF, MCS 73-08535 A04 pendant le s6jour d'un 
des auteurs h l'University of Minnesota, notamment pour les photocopies et les coups de 
t616phone. 

Les auteurs remercient D. BENNEQUIN, M. HERMAN, G. SELL, H. WEINBERGER pour 
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